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1 UVOD

V tomto ¢lanku studujeme vlastnosti funkei, které jsou invariantni vzhledem k dife-
omorfismiim jejich defini¢nich obort a definuji varia¢ni funkcionaly nezavislé na paramet-
rizaci. Obdrzime tak koncept homogenni funkce vyssiho radu, charakterizovany znamymi
Zermelovymi podminkami (viz napt. McKiernan [7], Kawaguchi [3], Matsyuk [6], Cram-
pin a Saunders [1]); fyzikdlni vyznam téchto podminek viz napf. Kondo [4]. K tomuto
ucelu aplikujeme Ehresmannovu teorii jett, diferencialnich grup a jetovych prodlouzeni
kiivek a teénych prostort (viz Grigore a Krupka [2], Krupka a Janyska [5]), a zavadime
koncept pozitivné homogenni funkce zavislé na zobrazenich a jejich parcialnich derivacich
prvniho a druhého radu.

Hlavni vysledek pak spociva v charakterizaci Lagrangiani druhého tadu, jejichz
odpovidajici extremaly jsou mnozinova feseni a ve studiu variac¢nich parcialnich dife-
rencialnich rovnic druhého fadu. Ukazeme, ze variacni systémy s pozitivné homogennimi
Lagrangiany jsou definovany pozitivné homogennimi funkcemi a naopak. Varia¢ni zaklady
Finslerovy geometrie, kde fundamentalni funkce splnuji podminky pozitivni homogenity,
lze postavit na zakladé predkladané teorie.

Tento prispévek rozsifuje praci Urban a Krupka [8] pro pfipad zobrazeni mezi Eu-
kleidovskymi prostory (teorie pole). Dikazy tvrzeni jsou vzhledem k charakteru préce

vynechany.

2 REGULARNI RYCHLOSTI NAD EUKLEIDOVSKYMI PROSTORY

V této ¢asti uvazujeme zobrazeni v : R™ — R™" n > 2, m > 1, mezi Eukleidov-
skymi prostory, ktera definuji prostor s akci kone¢né rozmérné Lieovy grupy, reprezentujici
reparametrizace. Kanonické soufadnice na R™" oznacujeme vy, K = 1,2,...,m + n.

n-rychlosti fadu 2 v bodé y € R™"™ rozumime 2-jet JZ7 s pocdtkem 0 € R" a cilem
7v(0) = y. Je-li 7 reprezentantem JZv, pak t¥idu ekvivalence JZv lze ztotoZnit s uspora-
danym souborem &isel (y* (J3v), y; (J57), ¥ (J57)), kde 1 < j < k < n, definovanych
pomoci derivaci zobrazeni (z') — y¥~(z) v pocatku 0 € R", t;j.

Y (J57) =y (1(0)), ¥ (J5v) = Di(y"~)(0),

K 2 K (1)
Yir(J57) = DrD;(y" 7)(0).
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Mnozina n-rychlost{ fadu 2 v bodé y € R™™ tvoil prostor jetu J(20 W) (R™, R™™), a
oznacujeme
2y m+n __ 2 n m-+n
TR™" = | JG, R R
yeRm+n

Kanonickd jetovd projekce 7%° : T2R™ — R™™ je surjektivn{ zobrazeni dané vztahem
729(J2v) = ~(0). Uvazujme mnozinu T2R™ ™ rychlosti fadu 2 se standardnimi geometric-
kymi strukturami. Funkce (y*,y, yf;) definované vztahem (1) jsou (globalni) kanonické

souradnice na T*R™"". Kanonickd trivializace prostoru T2R™"" je zobrazen{
T2R™™ 5 Ty (1(0), 2ty o) € R™ 5 TP (R R™™), 2)

Zobrazeni (2) zvlasté ukazuje, ze T°R™™™ je trividln{ vektorovy fibrovany prostor s bézi
R™", projekei 720 : TPR™™ — R™™, a typovou vrstvou Jg,(R", R™"). Prostor
T2>R™™ nazyvame varieta n-rychlosti fadu 2 nad R™*".

Pripomenme nyni koncept diferencidlni grupy prostoru R”. Uvazujme varietu
J(20 0)(R”,R”) 2-jett s pocatkem a cilem v bodé 0 € R"™. Necht o' znaci i-tou slozku
zobrazeni o : R" — R”,‘ kdg a(0) = 0. Pro kazdy prvek Jia € J(ZO’O)(R”,R") pak
definujeme realné funkce af, aj, na Jg,(R", R") vztahy

a;‘.(Jga) = D;a'(0), a;lk(Jga) = Dy.D;a’(0), (3)

kde 1 < j < k < n. Tyto funkce jsou tzv. kanonické souradnice, a tvori globalni sou-
fadnicovy systém na J(20 0) (R™,R™). Invertibilni jety jsou podmnozinou v J(QO 0)(R”, R"™),
tvofenou jety J2a reprezentované difeomorfismy a, kterou oznacujeme

L? = Imm J§, ) (R", R") = {Jgr € Jj 0 (R", R") | det(a’ (JFa)) # 0}.

Vo v T s ’ v v 2 n n sy /g i
Ziejmé L, je husta a oteviena podmnozina v Ji (R™,R"). Zizenim funkef aj, aj;, (3)
obdrZzime kanonické globélni soufadnice na L2. Zobrazeni

L2 x L2 3 (J2a, J2B) — J2ao J2B = J2(ao ) € L2, (4)

definované skldddnim jeti, definuje grupové nasobeni na L2. Mnozina L? s operaci (4)
ma strukturu Lieovy grupy a nazyva se diferencialni grupa druhého tadu prostoru R"™.
Varieta T?R™™ je opatiena pravou akci diferencialni grupy L? pomoci operace
skladani jett,
TR™™ x L2 3 (J3y, Jia) = Jiyo Joa = Ji(yoa) € T2R™™, (5)

Abychom popsali tuto akci v kanonickych souradnicich, oznacme

g () =y (J(voa)), (I =yl (Ji(veq)), Th(J5v) = yh(Ji(v o a)).
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Lemma 1 Akce (5) diferencidln{ grupy L? na T?R™*" je ddna rovnicemi

—K K —K K —K K K
gt =yt ut =y, U = Ypeahal + y, aly (6)

Libovolné diferencovatelné zobrazeni v s hodnotami v R™*", definované na oteviené

podmnoziné U C R", generuje zobrazeni
Uz TPy(x) = J3(yotr_,) € T2R™™, (7)

nazyvané (druhé) jetové prodlouzeni zobrazeni 7. Pro kazdy difeomorfismus p: V. — U
otevienych podmnozin R", a kazdy bod z € V, J§ (tr,;) o uotr_,) je prvkem diferencidlni
grupy L2. PoloZzme

pe =t opotr,, p?(2) = Jp.. (8)

Nasledujici lema vyjadiuje reparametrizace definicniho oboru zobrazeni T27.

Lemma 2 Necht 4 : V' — U je libovolny difeomorfismus otevienych podmnozin
v R™. Jetové prodlouzeni T2y zobrazeni v : U — R™T™ spliiuje identitu

T*(y o p)(2) = Ty (u(2)) o u®(2). (9)

V dalsim se omezime na zobrazeni, kterd jsou immerzemi (tj. jejich teénd zobra-
zen{ jsou injektivni). J2v € T2R™™ se nazyva requldrni, jestlize kazdy reprezentant jetu
JZv je immerze v pocatku 0 € R™. Mnozina Imm T?R™"" regularnich rychlosti tvori
otevienou podmnozinu v T?R™™ a se strukturou oteviené podvariety se Imm T2R"™"
nazyva varieta requldrnich n-rychlosti vddu 2 nad R™*". Zuzenim kanonickych sourad-
nic (y*, ¥, y).) obdrzime kanonické soufadnicové systémy na Imm 77R™*", indukované
atlasem na T?R™*".

Varieta regularnich rychlosti Imm T?R™"™ je také opattena jinou hladkou struktu-
rou. Oznacme (i) = (iy, 4s, ..., 1,) rostouci n-podposloupnost posloupnosti (1,2,...,m +
n) a (o) necht oznacuje komplementarni rostouci podposloupnost. Z definice immerze
vyplyvd, Ze ke kazdé reguldrni rychlosti JZv existuje n-podposloupnost (i) posloupnosti
(1,2,...,m+n) takova, ze

det y;(J5¢) = det (D;(y'¢)(0)) # 0,
kde i € (i), 1 < j < n. Polozme
W2 = {Jgy € Imm T;R™™ | det (D;(y'¢)(0)) # 0}, (10)

pro kazdou n-podposloupnost (i) posloupnosti (1,2,...,m + n). Pak ziejmé, w2 je

> v . v . 2(1
otevienou podmnozinou v Imm T2R™™ a Imm T2R™™ je pokryta mnoZinami Wn(z),
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ptricemz (i) probihd vsechny n-podposloupnosti v (1,2, ..., m+n). Zavedeme adaptované
soutadnice Y2 = (wi, w’, wh, w], wh, wy,) na w29 < Imm T2R™ ™ které jsou odvozeny

z kanonickych soutradnic a jejich derivaci nasledovné:

(e

i 7 o __ i 7 o __ 1,0

Yy =w, Yy =w, y]_wju y]_ijzu

A o __ 1 o i, D, 0

Yik = Wik, Yjx = YjpW; + Y;YL Wi, (11)

. . v 1 ; . . . , 2i)  2(i

Snadno vidime, ze souradnice w', w?, wy, wg,, jsou L2-invariantni. ([/Ln(l); Xn(l)) se na-
;2 N -podii . Yadni . té dant 7 ke k i cké ,k.LQ

zyva (1)-podrizeny souradnicovy systém, adaptovany ke kanonické grupové akci L; na

Imm T2R™™.

3 HOMOGENNI FUNKCE A EULERUV-ZERMELUV TEOREM

Uvazujme varietu reguldrnich rychlosti Imm T?R™"" s kanonickymi soufadnicemi
y®, yl, yh, a diferencidlni grupu L2 s kanonickymi soufadnicemi a}, a’.

Funkce F : ImmT?R™™ — R se nazyvad pozitivné homogenni v proménnych

yK,yJK, yﬁ (stupné 1), nebo pouze pozitivné homogenni, je-li

F(J3vy o Jia) = det Da - F(J27) (12)

pro vSechny J2v € Imm T2R™"" a vSechny Jia € L? takové, ze det Da > 0.
Poznamenejme, Ze prvky diferencidlni grupy L? z této definice jsou reprezentovany
difeomorfismy, které zachovévaji orientaci. Ekvivalentné lze podminku (12) vyjadfit vzta-
hem
F@", g, u5,) = det(al) - F(y"™, yf, ylh)

pro viechny body (y*,y!*,y%) € Imm T;R™™" (viz (6)), a viechna redlna &isla af, a,

kde det(a?) > 0.

Necht F : Imm T?R™™ — R je funkce a oznacme wy globdlni objemovy element
prostoru R", wg = dz' Adz* A...Adz". Necht v : U — T?*R™™ je immerze definovand na,
néjaké oteviené podmnoziné U v R™ a T?7 je jeji jetové prodlouzeni (viz (7)). Libovolnd
kompaktni podmnozina S v U pritazuje funkci F' integral

Fs(y) = / (F o T27) () wo. (13)

Nasim hlavnim teorémem je kritérium parametrické nezéavislosti integralu (13), a

pozitivni homogenity odpovidajici funkce.

Teorém 1 (Euler—Zermelo) Necht F' : Imm T°R™™ — R je diferencovatelnd
funkce. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(a) Funkce F je pozitivné homogenni.

(b) Integral Fs(v) (13) je invariantni vici reparametrizaci.

(¢) Funkce F spliiuje podminky
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@

OF . _OF OF

ay—Kyj +28 Kyzk_éz s a Kyl —0, (14)

kde 1 < 1,75,k <n, and j < k.

Diikaz je zaloZen jednak na derivovani podminky pozitivni homogenity (12), ale
zejména na pouziti adaptovanych soutadnic (w',w”, w?}, wy, w};, wf,) (11) na otevienych
podmnozinach Wi(i) v Imm T?R™*" vzhledem k diferencialni grupé L2. Pro regularnf
kiivky (n = 1) lze dikaz nalézt v praci Urban and Krupka [8].

Podminky (14) jsou znamy jako Zermelovy podminky, které zobecnuji standardni
Eulertv teorém o homogennich funkcich. Pro pripad n-rychlosti prvniho tadu, r = 1,
Zermelovy podminky pro funkce vice proménnych studoval McKiernan [7]. V neddvné
praci Crampin a Saunders [1] aplikovali Zermelovy podminky v ramci homogenni varia¢ni
teorie na prostorech reperti nekonecného radu.

4 HOMOGENNI VARIACNI ROVNICE

Uvedeme nyni stru¢nou charakteristiku tifidy variacnich parcidlnich diferencialnich
rovnic druhého radu s pozitivné homogennim Lagrangidnem.

Necht F : ITmm T!R™" — R je diferencovatelnd funkce a v : U — R™™ je immerze
na oteviené podmnoziné U v R". Libovolna kompaktni podmnozina S v U prirazuje funkeci
F integral Fs(7), (13), a varia¢ni funkciondl

Y s Fs(y) = / (F o Tly) (). (15)

Rovnice pro extremaly funkciondlu (15) jsou Euler—Lagrangeovy rovnice Ex(F) = 0, kde
Ex(F) jsou redlné funkce na Imm T?R™",

OF oF OF  O*F , *F

R~ Yoyl T oyF T ayrayF T dyFoyF 10)

nazyvané Euler—Lagrangeovy vyrazy funkce F'. Ve vzorci (16), d; f oznacuje j-tou formdini
derivaci funkce f = f(y*, yJK ) vzhledem ke kanonickym soufadnicim y’

Uvazujme nyni systém diferencidlnich rovnic druhého radu,

en(y™,yl yh) =0, (17)

1 < K,M < m + n, definovany funkcemi £;; na Imm 7?R™". Rekneme, ze (17) je
variacni, existuje-li realnd funkce F' : Imm T!R™" — R pro kterou ey = Ep(F), tj.
jestlize (17) je systémem rovnic pro extremdly jistého varia¢niho funkciondlu (15).

Na zavér uvedeme dilezitou vlastnost varia¢nich systémii rovnic na ITmm T2R™*™,

definovanych pozitivné homogennimi funkcemi.
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Teorém 2 Predpokladejme, Ze systém rovnic druhého rddu, 5M(yK,y]I-(,yJI-Ii) =0,

(17) je variacni. Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:
(a) Funkce ey jsou pozitivné homogenni.

(b) Systém (17) md pozitivné homogenni Lagrangeovu funkci.
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O HOMOGENNICH FUNKCICH V TEORII POLE DRUHEHO RADU

Abstrakt: Standardni koncept homogenni funkce je zaveden a zobecnén pomoci uziti diferencidl-
nich grup, zndmych v teorii diferencidlnich invarianti. Studujeme invarianci vzhledem k repara-
metrizacim resend parcidlnich diferencidlnich rovnic. Na zdklad€ tohoto pristupu obdrzime zndmé
zobecnéni Eulerova teorému, tzv. Zermelovy podminky. Koncept pozitivni homogenity aplikujeme

na variacni rovnice druhého rddu v teorii pole.

Klicovd slova: Lagrangidan; Eulerovy-Lagrangeovy rovnice; Zermelovy podminky; jet; diferenci-

alni grupa; teorie pole.

ON HOMOGENEOUS FUNCTIONS IN SECOND-ORDER FIELD THEORY

Abstract: The classical concept of a homogeneous function is introduced and extended within
the theory of differential groups, known in the theory of differential invariants. Invariance under
reparametrizations of solutions of partial differential equations is studied. On this basis the well-
known generalizations of the Euler theorem are obtained (the Zermelo conditions). The positive

homogeneity concept is then applied to second-order variational equations in field theory.

Keywords: Lagrangian, FEuler-Lagrange equations, Zermelo conditions, jet, differential group,

field theory.
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