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1 UVOD

Clének se zabyva FeSenim technickych pocatecnich tloh (TPU), které slouz k re-
prezentaci béznych technickych problémiu predevsim v mechanice a elektrotechnice. Aby
bylo mozné TPU fedit, je tfeba ziskat numerické FeSeni soustavy obycejnych diferencidl-
nich rovnic (ODR).

Nejpresnéjsi metoda pro zjisténi ndsledujici hodnoty numerického feseni ODR, [7]:

v =f(ty), y(to) = wo (1)
spoc¢iva v konstrukci Taylorova polynomu ve tvaru

2

h hP _

kde h je velikost integra¢niho kroku.

Vipocet ODR (vychézejicich z TPU) pomoci Taylorovy fady lze velice efektivné
implementovat (napf. TKSL software [14]). Jednd se pak o numerickou metodu s promén-
nym fadem a velikosti integrac¢niho kroku. Moderni metoda Taylorovy fady (MMTR) je
zalozena na rekurentnim vypoctu ¢lenit Taylorovy fady pro kazdy krok numerické simu-
lace [10]. Rekurentni pfistup numerického vypoctu vlastnich ¢lent Taylorovy fady, Tesi
nutnost vypoctu vyssich derivaci. Rovnice (2) muze byt zjednodusena na rovnici (3).

Yni1 = DYO+ DY1 4+ DY2+---+ DYp, (3)

kde DY7,i=0,1,...,p znaci ¢leny Taylorovy rady.

Teoreticky je mozné vytesit soustavu homogennich diferencidlnich rovnic s konstant-
nimi koeficienty s libovolnym fadem (tj. pouzitim libovolného poctu ¢lent Taylorovy fady)
a s libovolnou presnosti. Vysledna soustava linedrnich rovnic mize byt efektivné resena
jak sériové, tak paralelné.

Dulezitou ¢asti metody je automatické volba velikosti fadu (ORD = p), tj. pouziti
tolika c¢lenti Taylorovy Tady, kolik je potfeba pro zvolenou presnost. Je tedy bézné, ze
jsou béhem vypoctu pouzity ruzné pocty c¢lenti Taylorovy rady. Efektivni implementaci
MMTR lze nalézt v TKSL softwaru [14].
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Clének je rozdélen do nékolika ¢4sti, které se zabyvaji konkrétnimi TPU a efektivnim
pouzitim MMTR. Cést 2 se zabyvd numerickym feSenfm parcidlni diferencidlni rovnice
(vlnova rovnice) s pouzitim prostorovych aproximacénich schémat vyssich radu a casovych
aproximaci pomoci MMTR. Cést 3 se zabyva TeSenim vicendsobnych integraléi pomoci
pievodu na soustavu ODR, kterd je poté efektivné a presné fesena pomoci MMTR.

Implementaci Taylorovy fady jako numerické metody s proménnym radem a veli-
kosti kroku se zabyva nékolik dalsich ¢lankt napf. TIDES software [3], ktery je vyuzit
v programovém prostiedi Wolfram Mathematica [16]; ddle TAYLOR [8], ktery obsahuje
podrobny popis verze s proménnou velikosti integra¢niho kroku; zajimavé implementace
Taylorovy fady nalezneme v ATOMF [6], COSY INFINITY [4], DAETS [13] a dalsich.
Reseni pomoci proménného integra¢ntho kroku a ¥ddu je rovnéz popsano v [2] a [1], kde
jsou také uvedeny simulace na paralelnim pocitaci.

2 VLNOVA ROVNICE
Vlnova rovnice (4) je dilezitda hyperbolickd parcidlni diferencidlni rovnice (PDR)
a Casto se vyuzivd v mnoha technickych tlohdch (vibrace struny, elektrické obvody se

stfidavym proudem, elektromagnetismus, atd.).

Py(et) _ 9y(e.) "
or2 O
Necht €2 je doména PDR definovana jako (z,t) = (0,7) X (0, tmnaez), kde t0, je maxi-

malni simulacni ¢as. Homogenni Dirichletovi pocatecni podminky na 052 jsou definovany
vztahem (5):

y(()?t) =0, y(ﬂ-7t) =0, (5)

Dale definujme Cauchyho pocatecni podminky:

dy(z,0)
ot

Vlnova rovnice popisuje vibrace idedlni struny pevné délky. Struna je upevnéna na obou

y(x,0) = sin(x), =0. (6)

koncich osy z, viz okrajové podminky (5). Struna je uvolnéna v ¢ase t = 0, jeji pocatecni

rychlost je nulova. Jako model struny je pouzita funkce sinus. Analytické feSeni ma tvar:
= cos(mt) sin(z) . (7)

Numerické metody pro feseni PDR jsou zaloZeny na aproximaci derivaci pomoci di-
ferenci. Vyuzijme metodu primek k diskretizaci prostorové proménné. Pomoci této metody
je tedy PDR prevedena na soustavy ODR, které mohou byt nasledné vyreseny pomoci
MMTR s vysokou ptesnosti [9,15]. V nésledujicim textu bude ukéazano sestaveni diferenc-

nich vztahti pomoci ¢lentt Taylorovy fady pro pétibodovou prostorovou aproximaci.
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2.1 Typy diferencnich vzorcu

Centrdlni diferencni vzorec pouziva stejny pocet bodt vlevo i vpravo od aktudlniho
bodu, ve kterém probihd vypocet. Naptiklad pro vypocet derivaci v bodé yi se v pri-
padé pétibodové aproximace vyuzivaji body yrx_o, Yk_1, Yk, Ykr1 & Yrro S velikostmi kroku
—2hg, —hg, hs,2hgs (viz Obr. 1, yx, = y2). Oznac¢me [ jako pocet bodu vlevo od aktudlniho
bodu a r jako pocet bodl vpravo od aktudlniho bodu. Odpovidajici nastaveni je v tomto
pripadé [ =2 a r = 2.

12h 2h )
1 1 _h : h : 1

O LI Y !
1 1

Yo i1 Y2 Y3 Ya Y5 Ys Y7 Yg VYo V1o

Obr. 1 Centralni diferencni vzorec pro y; = y
Zdroj: vlastni vypracovani

Sestrojme Taylorovy fady (8), (9), (10) a (11) pro sousedni body:

<_2h5>2 " (_2h5)3 " (_2h5)4 "

Ye—2 = Uk + (—2hs)y; + o1 Uk + a1 + TR (8)
Yeo1 = U+ (_hS)y/ + (_hs)2y// + (—hs)3y,,, (_h5)4y//// (9)
- - k k k k >
2! 3! 4!
h? h? hi
_ / s s s
Yet1 = Uk +hsy, + o) Yk + 31 U + ML (10)
2hg)? 2hg)? 2hg)*
Y2 = yk+2hsy;§+( 2}9) yllc/+( 3,5) yl{c”—i_( 4;5) Yy - (11)

Soustava rovnic muze byt vyjadfena maticovym zapisem (12). Déle ziskdme prvni Ctyfi
¢leny Taylorovy fady pro bod y (oznaceny jako DY'1, DY2, DY'3 a DY4).

-1

DYl -2 (=2)* (=2 (-2) Yk—2 = Y
py2 | [ -1 =12 c1p -0t | | pe-w )
DY3 1 12 13 14 Ykl — Yk
DY 4 2 22 23 24 Ykt — Yk

Dopredny diferencni vzorec pouziva pouze body vpravo od aktualniho bodu. Pro
vypocet derivaci v bodé y jsou pouzity body yri1, Yo, Ykrs & Yrra. Velikosti kroku jsou
pouze kladné, tj. hg, 2hg, 3hg, 4hg. Nastaveni pro pétibodovou aproximaci je [ = 0, r = 4.
Zpétny diferencni vzorec l1ze zkonstruovat obdobné, odpovidajici nastaveni je [ = 4, r = 0.
Dalsi informace viz [9] a [11].

2.2 Presnost vypoctu
Nejdrive je diskutovana presnost v prostorové a poté v casové doméné. Necht N
znaci Tad diferencniho vztahu a S pocet segmenti struny.
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Presnost aproximace v prostorové doméné ovliviiuji dva parametry. Prvnim je veli-
kost kroku v prostoru hg, druhym je rad diferen¢niho vztahu N.

Absolutni chyba mezi numerickym a analytickym fesenim pro centralni vzorce v
prostorové doméné je znazornéna v Obr. 2 (vlevo). Horni (¢ervend) kiivka ukazuje abso-
lutni chybu pro N =5 a S =32 (hg = 7/S), kde hg je velikost kroku v prostoru. Spodni
(modra) kiivka vyjadiuje absolutni chybu pro N =9 a S = 315 (hg = 7/S). VSimnéme
si, ze priubéhy téchto krivek zustavaji vétsinou konstantni. Vétsi rozdily mezi analytickym
a numerickym Tesenim se objevuji na okraji prostorové domény, jsou zpusobeny pouzitim
asymetrickym diferen¢nich vztahi.

Absolutni chyba dopfednych aproximacnich vztaht je zobrazena v Obr. 2 (vpravo).

Bylo pouzito stejné nastaveni jako pro centralni aproximacni vztahy.

ermor

ermor
=]
i

1} 0s 1 15 2 25 3 35 0 058 1 15 2 25 3 35

Obr. 2 Absolutni chyba centralnich (vlevo) a dopiednych (vpravo) diferenc¢nich vztaht v prosto-
rové doméné
Zdroj: vlastni vypracovani

Absolutni chyba v ¢asové doméné je poté zobrazena v Obr. 3. Poznamenejme, ze
pri vyhodnocovani absolutni chyby v ¢ase byl vzdy analyzovan prostfedni bod na struné,
protoze v tomto bodé je zndmo analytické Teseni (cos(nt)). Horni (Cervend) kiivka ukazuje
pribéh absolutni chyby pro N = 3 a .S = 10, spodni (¢ervend) kfivka ukazuje prubéh
absolutni chyby pro N = 3 a .S = 100. Absolutni chybu lze snizit zvysenim radu diferenc-
nitho vztahu. Horni (modra) kfivka ukazuje prubéh absolutni chyby pro N =5 a S = 12
a spodni (modra) kfivka pro N =5 a S = 100.
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errar

Obr. 3 Absolutni chyba vypoctu v ¢asové doméné
Zdroj: vlastni vypracovani

3 VYPOCET VICENASOBNYCH INTEGRALU
V této casti ¢lanku je demonstrovana transformace feseni urcitého integralu F'(z) =

B
/ f(z) dz na obycejnou diferencidlni rovnici
A

F'(z) = f(z), (13)

s pocatecni podminkou F'(A) = 0.
Technickd pocdtecni tiloha (13) mtZe byt velmi efektivné vyfesena pomoci MMTR
[5,12].
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Obr. 4 Vzorkované integraly jako nova funkce I; = U(jh,)
Zdroj: vlastni vypracovani

3.1 Vzorkované integraly
Necht I;(x) je numerické feSeni integralu foa f(x,jhy)dz (vSechny urcité integraly
mohou byt pfevedny na ekvivalentni integraly s nulovou dolni mezi) a p, je pocet vzorki
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na ose y. Dvojity integral lze poté aproximovat posloupnosti aproximovanych hodnot
jednoho uréitého integralu. Aproximace je provedena presné pomoci MMTR (viz Obr. 4).

Pouzitim 1 (aproximované hodnotami Iy, Iy, ..., I, ), lze aproximovat dvojity inte-
gral
— ¢V0)
e(hy) =e(0)+ > ——h;
m=1 )

hm (14)

n pm=1) _
e(pyhy) = e((py — Dhy) + Z v ((py = D) hy' .

Jelikoz nejsou zndmy derivace v, je nutno nyni zvolit jiny pristup. Sestrojime nésle-

dujici soustavu:

A-x=b, (15)
112 .1 nL—1Io Di(1,0)
. Di(2,0)
kdeA=1| 5 42 ... ;™ |, b=| I, 1 , a x = e
. P Dy (j, 0)
n n®> ... n" I, — I Di(n,0)

Vyfesenim vektoru @ ziskdme hodnoty D (7, 0), které jsou poté vyuzity pro vyfeseni
e(hy) v rovnici (14). Zbyvajici ¢leny e(jh,) 1ze vyresit analogicky, matice A ztstava stejna,

meéni se pouze vektor b.

3.2 Vicenasobné integraly

Obecné lze vicenasobny integral ve tvaru

an ai
/ / g(x1, ..., xy)dey. .. dz, (16)
0 0

resit numericky obdobné, jako dvojity integral pomoci postupného snizovani di-
menze integralu. Numerické derivace (obecné funkce f) jsou vypocitany analogicky ze
vzorkovanych hodnot f_;,..., f_1, fo, f1,-.., f» v danych ¢asech —(h,... —h,0,h,..., rh,

n =r+ 1+ 1. S pouzitim Taylotovych polynom lze sestavit nasledujici soustavu rovnic:
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@

Vie{-l,—-l+1,...,—1,0,1,....,r—1,7}:
DL gmpm m
fi:f0+z o f( )(O) (17)
m=1

kterou lze vyjadrit pomoci matice a vypocitat derivace funkce a pouzit je pro snizeni

dimenze integralu.

3.3 Integrace exponencialni funkce

VySe zminénd metoda byla otestovana na dvojitém integralu exponencidlni funkce,
tj. f02 f02 e*tdydx. Testy byly provedeny pro ruzné velikosti integracniho kroku, pocet
c¢lenu Taylorovy rady a sitku pouzité aritmetiky. Presnost je urcena poctem biti mantisy,
kterd je pouzita pro reprezentaci ¢isel. Numerické feSeni bylo porovnano s analytickym
resenim dvojitého integralu. Chyby feseni jsou shrnuty v tabulce 1. Pro pevnou velikost
integracniho kroku a presnost je uveden pouze pocet ¢lenit Taylorovy fady s nejmensi
chybou.

Tab. 1 Chyba vypoitu [ [ ¢*t¥dydx

velikost kroku | pocet ¢lent (ORD) | pfesnost [bits] | chyba
0.2 11 400 1.13e-06
0.1 19 400 8.95e-20
0.05 39 400 6.88e-52
0.04 49 400 9.14e-70
0.02 99 800 8.02e-170
0.01 104 900 8.09e-208
0.005 94 900 4.59e-217
0.004 91 900 4.13e-220
0.002 85 900 3.49e-227

Zdroj: vlastni vypracovani

ZAVER

MMTR a jeji implementace v TKSL poskytuje velmi piesné a stabilni feSeni celé
fady technickych po¢atecnich tiloh. Nasledujici élanek (Cést I1.) bude zaméfen na efektivni
paralelni implementaci a FeSeni tuhych systémut diferencidlnich rovnic pomoci MMTR.
Vyzkum je zaméfen na konkrétni inzenyrské problémy, jako je modelovani elektrickych

obvodi, uzaviené systémy, mechanika tekutin apod.
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MODERNI METODA TAYLOROVY RADY V NUMERICKE INTEGRACI

Abstrakt: Clinek se zabjvd presngm, stabilnim a rychlym tesenim soustav diferencidlnich rov-
nic. Soustavou diferencidlnich rovnic lze reprezentovat velké mnoZstvi redlngjch problémi. Nu-
merické Tesent je zaloZeno na unikdtni numerické metodée, kterd netradicné vyuZiva Taylorovu
radu. I presto, Ze tato metoda neni v literature prilis preferovdina, experimentdlni vypocty potvr-
dily, Ze presnost a stabilita této metody presahuje aktudlné pouzivané numerické algoritmy pro
numerické teseni diferencidlnich rovnic. Moderni metoda Taylorovy Tady je zaloZena na reku-
rentnim vypoctu clent Taylorovy rady v kazdém casovém intervalu. Derivace vyssich Tdadi nejsou
pro vypocet primo vyuZity, derivace jsou zahrnuty do clenu Taylorovy Tady, které se pocitaji re-
kurentné numericky. Dulezitou vlastnosti metody je automatickd volba Tadu metody v zdvislosti
na velikosti integracniho kroku, tzn. je vyuZito tolik clentd Taylorovy rady, kolik vyZaduje zadand
presnost vipoctu. Cilem vyzkumu je navrhnout velmi presny, stabilni a rychly ndstroj pro mode-
lovdani technickijch pocatecnich problémi vyuZitiych v praxi pri modelovdni elektrickych obvodi,

mechaniky tuhych téles, problematiky zpétnovazebniho Tizeni a dalsi..

Klicova slova: metoda Taylorovy Tady; obycejné diferencidlni rovnice; technické pocdatecni wlohy.
MODERN TAYLOR SERIES METHOD IN NUMERICAL INTEGRATION

Abstract: The paper deals with extremely exact, stable, and fast numerical solutions of systems
of differential equations. It also involves solutions of problems that can be reduced to solving
a system of differential equations. The approach is based on an original mathematical method,
which uses the Taylor series method for solving differential equations in a non-traditional way.
Even though this method is not much preferred in the literature, experimental calculations have
verified that the accuracy and stability of the Taylor series method exceed the currently used
algorithms for numerically solving differential equations. The Modern Taylor Series Method
(MTSM) is based on a recurrent calculation of the Taylor series terms for each time interval.
Thus, the complicated calculation of higher order derivatives (much criticised in the literature)
need not be performed but rather the value of each Taylor series term is numerically calculated.
An important part of the method is an automatic integration order setting, i.e. using as many
Taylor series terms as the defined accuracy requires. The aim of our research is to propose the
extremely exact, stable, and fast numerical solver for modelling technical initial value problems
that offers wide applications in many engineering areas including modelling of electrical circuits,

mechanics of rigid bodies, control loop feedback (controllers), etc.

Keywords: Taylor series method; ordinary differential equations; technical initial value pro-

blems.
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