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1 UVOD

Clanek pojednava o tloze Stokesova proudéni se skluzovou okrajovou podminkou,
kterd na rozdil od klasického Navierova zdkona [1] umoznuje prokluz tekutiny podél sténé
pouze v pripadé, kdy smykové napéti dosahne urcité dané meze. Matematicky model vede
na variacni nerovnost druhého druhu. Uvazovana skluzova podminka ma radu praktickych
aplikaci, jako je modelovani prutokt krve, modelovani tvarecich procesii, modelovani tokt
polymert nebo modelovani tloh hydrodynamiky [2,3].

P1i Teseni tlohy pouzivame smisenou metodu konecnych prvki s konecné-prvkovou
dvojici P1-bubble/P1 [4]. Matice tuhosti jsou generovany vektorizovanym kédem [5]. Déle
pouzivame TFETI metodou rozlozeni oblasti [6] umoznujici vypocty paralelizovat. Dudlni
algebraickd tiloha, ktera vznikne po eliminaci rychlostnich i tlakovych neznamych, vede na
minimalizaci ryze konvexni kvadratické funkce obsahujici jako proménné tii Lagrangeovy
multiplikatory. Tyto multiplikdtory reprezentuji podminku lepeni (véetné Dirichletovy
okrajové podminky), podminku nepropustnosti stény a skluzovou podminku. Tteti z mul-
tiplikatort podléha jednoduchym oboustrannym omezenim. Vzhledem k pouziti TFETI
metody musi viechny multiplikdtory spliiovat také linearni rovnostni vazbu. Reseni du-
alni tlohy je pocitano pomoci metody sledovani cesty, coz je varianta algoritmu vnitiniho
bodu [7] upravenda pro jednoduchéd oboustrannd omezeni a omezeni ve tvaru rovnosti [8].
Slibné vysledky numerickych experimentt pro variantu bez dekompozice oblasti byly pre-
zentovany v [9]. Adaptace algoritmu pro TFETT metodu je netrividlni.

Zakladem vypoctu je pouziti tlumené Newtonovy metody, jejiz iterace lezi v okoli
centralniho cesty smérujici k feseni. Vnitinimi tlohami jsou soustavy linearnich rovnic s
blokovou strukturou, které redukujeme na Schuriv doplnék. Redukované soustavy pak
resime metodou predpodminénych projektovanych sdruzenych gradienta (PPCGM). Tato
metoda generuje iterace v podprostoru uréeném jadrem matice rovnostnich vazeb. Vhod-
nym predpodminovacem eliminuje Spatné podminéni redukované soustavy, které je pro
metodu vnitinitho bodu typické, jsou-li iterace dostateéné blizko u feseni. Pro predpomi-
néni pouzivame sikmy projektor. Numerické experimenty jsou pocitany na rozlozenych
tlohach prevzatych z [9]. Prvni vysledky pocitané TFETI metodou pomoci algoritmu ak-
tivnich mnozin a zakladni popis zjednodusené verze algoritmu sledovani cesty pro TFETI
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metodu jsou uvedeny v préaci [10]. Hlavnim cilem tohoto ¢lanku je provedeni experimen-

talntho vyhodnoceni kvality ruznych variant predpodminéni [8].

2 FORMULACE ULOHY

Necht €2 je omezené oblast v R? s dostateéné hladkou hranici 952 rozloZenou na t¥i
neprazdné disjunktni casti: Q2 = 7, U7y U7 Uvazujme model viskézni nestlacitelné
Newtonovské kapaliny modelované Stokesovym systémem s Dirichletovou a Neumannovou
okrajovou podminkou na c¢astech hranice 7vp, respektive vy, a s okrajovou podminkou
nepropustnosti stény a skluzovou podminkou Trescova typu na v¢:

)

—nAu+Vp = f v €,
V-u = 0 v,
u = up na 7p,
o = oy na zN, (1)
ov(@)| < g(x) = w(x) = 0 T € o,
lov(@)| = g(x) = Fk(x) 20:0(x) = —K(@)w(x) = €0, |

kde & = ndu/0n — pn. Zde u = (uy,us) je rychlost proudéni, p je tlak, f = (f1, f2)
reprezentuji sily ptisobici na kapalinu, > 0 je dynamicka viskozita a wp, oy jsou zadané
Dirichletovy a Neumannovy okrajové podminky. Pro jednotkovy vektor vnéjsi normély
n = (n1,n2) k 02 a jednotkovy teény vektor ¢ = (—ng,n;) definujeme normalovou a
tecnou slozka w podél 0f2 jako u, = u-n a u; = w - t. Smykové napéti podél 0f) je
definovano predpisem oy = o -t a g > 0 je dand funkce na ~¢o predstavujici mez skluzu.
Déle rozlozme  na s neptekryvajicich se podoblasti Q; tak, ze Q = Ui, Q.

Dualni algebraicka tloha méa tento tvar:
Najdi X € A tak, Ze q(A) < q(p) V€A, (2)

kde ¢ : A = R, q(p) = 30" Fp— p'd, A = {p = (pl, pnl, )" ] < 8,Gu = e},
F=CM™CT, d=CM"f —-up, G=-RTCT, e=—-R'f, a

B up
A BT f ¢
( B _E > ) ( c ) ) , Up 0

T 0

Nékteré z uvedenych objekti maji blokovou strukturu v dusledku pouziti TFETI me-
tody, kterou lze vyuzit pro paralelni implementaci. Matice tuhosti pro Laplactiv operator
je A = diag(A4,...,A,) se symetrickymi, pozitivné semidefinitnimi bloky s defektem
dve, £, = (fFL,, .. £2)T reprezentuji uzlové sily, matice tuhosti pro operator divergence
je B = diag(By,...,B;) s bloky s plnou fadkovou hodnosti. Matice a vektor vznikajici
eliminaci bubble slozek jsou E = diag(Ey,...,E;) se symetrickymi, pozitivné semidefi-
nitnimi bloky a ¢ = (cf,... cI)T. Matice B, zajistuje spojitost FeSeni a Dirichletovu

okrajovou podminku. Dirichletova data jsou obsazena ve vektoru up. i-ty radek N, T je
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definovan normalovym vektorem m(x;) a tecnym vektorem ¢(x;), kde x; je uzel lezici na
Yo \ 7p. Pripadné zavislé fadky jsou eliminovany, takze matice C mé plnou radkovou
hodnost. Vektor g je uren hodnotami meze skluzu uzlech x; € 7, \ 7, (vznikajici z
numerické integrace g). Bazi nulového prostoru matice M lze sestavit takto:

10 . R
RAi:(O 1>, RA:dlag(RAl,...,RAs), RZ( 0 ),

kde 1 je vektor samych jednicek.

Po vypoctu A z (2) dopocitame rychlostni a tlakovou slozku feseni pomoci w =
M*(f — C"A\) + Ra, kde a je vedlejsi produkt vznikly pii feSeni tlohy (2) a w =
(uf', pT, ... ;ul pl)T. Akce zobecnéné inverze M™ se pocitd metodou z [11].

3 ALGORITMUS SLEDOVANI CESTY
Popis algoritmu zacneme formulaci tlohy ktera je ekvivalentni s Karush-Kuhn-
Tuckerovymi podminkami optimality k (2) [8]:

H(v)=0,v>0, z>0, (3)
kde
FA—-d+G'u+ ( _V10+V2 )
G\ —e
H(v) = \ (4)
AR +z
Al— g
NZ1

T T T)T

prov =X, uT v 2z T T

;v = (v v)T N = diag(v), Z = diag(z) a 1 je vektor samych
jedni¢ek. Uloha (3) je Tesena pomoci newtonovskych iteraci, takze pritom potiebujeme
regularni Jacobiho matici J = J(v) k H. Jednd se o matici linedrniho soustavy (5), kde
—I I
0

Algoritmus sledovani cesty vyuziva tlumici proceduru, kterd udrzuje Newtonovy iterace

Ji3 =JI = . Jelikoz z je vzdy kladné, J(v) je regularni pro kazdé v > 0.

blizko centralni cesty smérujici k Teseni tlohy, coz umoziuje vytvaret dlouhé kroky [8].
Vypocetni efektivita zavisi také na Teseni vnittnich linedrnich soustav.

4 PREDPODMINENI VNITRNICH LINEARNICH SOUSTAV

Vnitini linedrni soustavy maji tvar:

F G J3 0 Ax r|

G 0 0 O Ap _ | (5)
Jy 0 0 I Av rs |’

0 0 Z N Az ry
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kde ry, ro = 0, r3,ry jsou slozky vektoru pravé strany. Pfi feseni (5) pouzivame redukci
na Schurtv doplnék. Ze tteti a ¢tvrté blokové rovnice v (5) dostaneme Az = r3 — J31Ax
a Av = Z7'(ry — Nr3) + Z"'NJ3Ax. Redukovany systém pro nezndmé Ax a Ap mé

F GT Ax . fl (6)
G 0 Ap ] Lo )’
kde F = F+D, D = diag(Z;'N;+Z, "Ny, 0) je diagonélni s N; = diag(v;), Z; = diag(z;),
i=1,22z=(z'2))T, at, = r +J3Z (Nr3 — ry). Matice F a D jsou symetrické,

tvar

pozitivné semidefinitni, ale mohou byt singularni.

Druhd rovnice v (6) dévd Ax € Ker G. Zavedme ortogondlni projektor na Ker G
definovany piedpisem P = I — GT(GG”)"'G. Piendsobenim prvni rovnice v (6) P,
ziskdme projektovanou rovnici

PFAx = Pr;, Ax € KerG. (7)

7 invertovatelnosti PF na Ker G [8] vyplyvd, Ze rovnice (7) mé jediné feseni, které po-
¢itdme projektovanou metodou sdruzenych gradientii. Nezndmou Ap z (6) vypocitame
pomoci Ap = (GGT)71G(r; — FAx).

Diagonalni prvky matice D odpovidajici slozkdm vektoru z > 0, které jsou pro
reseni ulohy (3) splnény jako rovnosti, rostou nade vSechny meze. Rovnice (7) proto
vyzaduje efektivni pfedpodminéni, které provedeme pomoci piedpodmitiovace PD, kde
D = Dy + D a Dy je vhodna symetricka pozitivné definitni matice. Pfedpodminénou

variantou (7) je projektovana rovnice
[PD] 'PFAx = [PD| 'Pty, Ax € Ker G, (8)
kde [PD]~! oznacuje inverzi k PD na Ker G. Tuto inverzi miizeme pocitat podle
[PD]"' =P, D,

kde Py =I—-D 'G"(GD 'GT)"!G je sikmy projektor na Ker G.

Rovnice (8) muze byt feSena algoritmem PPCGM. Rychlost konvergence je urcena
spektrem opeardtoru [PD]'PF na Ker G. Necht fin, fmax je nejmensi, respektive nej-
vetsi vlastni ¢islo F na KerG a necht dpi,, dmax je nejmensi, respektive nejveétsi vlastni
¢islo Dy na Ker G. Plati nasledujici tvrzeni [8].

Véta 4.1 Viastni ¢isla \ operdtoru [PD]"'PF na Ker G spliuji:
(Z) j@StlZ‘ZV@ fmin < dmax a dmin < fmaX7 pak A S [fmind;l;xv fmaxd;ljln];'
(i3) jestlize dmax < fmin, Pak X € [1, fumaxdoinl;
(iii) jestliZe fmax < dmin, Pak X € [fmimdoL,, 1].

max’

Jako dtsledek dostavame odhad pro spektralni ¢islo podminénosti .
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@

Disledek 4.1 Véta 4.1 implikuje:

(i) jestlize fuin < dmax @ dmin < fuax, pak x([PD]7'PF) < k(F)x(Dr);
(i) jestlize dyax < fuin, POk Ii([PD]_l:PF) < fiax/min;
(177) jestlize fuax < dmin, pak ﬁ([P]_D]_lPF) < dmax/ fmin-

Efektivita predpodminéni bude testovana experimentalné.

5 NUMERICKE EXPERIMENTY

Necht © = (0,1) x (0,1), vp = (0,1) x {1}, 7w, = {0} x (0, 1), ¥, = {1} % (0, 1),
YN = YN Y Wi @ Yo = {(2,0.8(x — 2?)) : x € (0,1)}. Vstupni data tlohy (1) jsou
definovéna takto: f = —vAuey + Vp,,,, v =1, up = 0, oy = Oy, & g = 10, kde
Werp(2,y) = (— cos(2mz) sin(27my) + sin(27y), sin(27x) cos(2my) — sin(27x)) a pegy(z,y) =
27 (cos(2my) — cos(2mz)). Poznamenejme, Ze ey & Pegyp nefesi (1). Konecné-prvkova sit,
rychlostni a tlakové pole jsou znazornény na obrazku 1. Na o predepisujeme rizné hod-
noty g, abychom ilustrovali tfeci efekt, viz obrazek 2. Vsechny vypocty jsou pocitany s
ukoncovaci piesnosti tol = 107> pro algoritmus sledovani cesty. Zdrojové kody jsou imple-

mentovany v Matlabu 2013b. Vypocty byly provedeny na superpocitaci ANSELM, 1T41
VSB-TU Ostrava.

___________ \ ]
=~ 1\\//
e~ ~ .
L e PRGN
e N
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2SN \
1///// \KTNTNQ
‘ﬁ Hx/\ ’Mww
“M\\\'/”U'
L\i\\lliiﬁ//’
\i\ii\‘)’?)/://
T e

Obr. 1 g = 10: sit’ (vlevo), rychlostni pole (uprostred), isobary (vpravo)
Zdroj: vlastni vypracovani

-9

Obr. 2 g = 0.05 (vlevo), g = 10 (uprostied), g = 40 (vpravo)

Zdroj: vlastni vypracovani
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V tabulkach uvedenych nize ukazujeme vypocetni naroky vyjadiené poctem mati-

covych nasobeni matici F pro rizné poc¢ty subdomén (s). Primal zna¢i primarni nezndmé
(3n, kde n je pocet konecné-prvkovych uzli pres vSechny subdomény) a dual dudlni ne-
znamé (3n, + 2ng + 2n., kde n. je pocet lepicich uzli, ng je pocet uzli s predepsanou
Dirichletovou okrajovou podminkou a n. je pocet trojiuhelnikt na skluzové ¢asti hranice).
Symboly h a H ozna¢uji normu (prumér) konecné-prvkového déleni, respektive pramér
subdomén.
Priklad 1. Testujeme efektivitu predpodminéni s fixnim pomérem H/h = 8. V tabul-
kéch 1-4 pouzivime Dp = I, Dp = d x I s d = (fumax + fi5,)/2 (kde fI. je nejmensi
kladné vlastni ¢islo F), Dp = abs(diag(F)) a Drp = diag(F). Nejlepsi vysledky byly
dosazeny pro posledni pripad.

Tab.1Dp =1
s primal/dual g =0.05 g=10 g¢g=40
4(2 x 2) 972/173 536 631 648
16(4 x 4) 3888753 717 1205 1292
36(6 x 6) 8748/1741 850 1390 1254
648 x 8)  15552/3137 979 1419 1858
100(10 x 10)  24300,/4941 1386 1643 1917

Zdroj: vlastni vypracovani

Tab.2Dp = d x I, kde d = (fmax + fi55)/2

s primal/dual g =10.05 ¢g=10 g =40
4(2 % 2) 972/173 434 620 636
16(4x 4)  3888/753 645 1206 1248
36(6 x 6)  8748/1741 910 1366 1267
64(8 x 8) 15552/3137 944 1486 1299
100(10 x 10) 24300/4941 868 1495 1881

Zdroj: vlastni vypracovani
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Tab. 3 Dy = abs(diag(F))

s primal/dual g =0.05 ¢g=10 ¢ =40
4(2 % 2) 072/173 307 415 332
16(4 x 4)  3888/753 374 570 531
36(6 x 6)  8748/1741 448 586 564
64(8 x 8)  15552/3137 429 666 617
100(10 x 10)  24300,/4941 464 837 604

Zdroj: vlastni vypracovani

Tab. 4 Dy = diag(F)

s primal/dual g =0.05 ¢g=10 g =40
4(2 x 2) 972/173 142 223 181
16(4 x 4) 3888/753 181 255 247
36(6 x 6)  8748/1741 192 267 263
64(8x 8)  15552/3137 187 326 257
100(10 x 10)  24300/4941 189 339 346

Zdroj: vlastni vypracovani

Priklad 2. V tabulkach 5-8 testujeme efektivitu stejnych predpodminovaci jako v Pri-
kladé 1 pro pevny pocet subdomén s = 16(4 x 4) a ménici se H/h. Zavér je analogicky.

Tab.5 D =1
H/h primal/dual ¢g=0.05 ¢g=10 g¢g=40

2 432/225 607 660 855
4 1200/401 660 1006 944
8 3888/753 717 1205 1292

16 13872/1457 1277 1447 1381

Zdroj: vlastni vypracovani

Tab.6 Dp = d x I, kde d = (fiax + fi5:)/2
H/h primal/dual ¢g=0.05 ¢g=10 g¢g=40

2 432/225 613 672 861
4 1200/401 678 1002 951
8 3888/753 645 1206 1248
16 13872/1457 925 1545 1385

Zdroj: vlastni vypracovani
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Tab. 7 Dy = abs(diag(F))

H/h primal/dual

g=005 g=10 g¢=140

2 432/225 274 422 380
4 1200/401 300 540 407
8 3888/753 374 570 531
16 13872/1457 584 762 782
Zdroj: vlastni vypracovani
Tab. 8 Dy = diag(F)

H/h primal/dual g=0.05 g=10 ¢=40
2 432/225 171 209 195

1200/401 160 240 191
8 3888/753 181 255 247
16 13872/1457 213 371 306

Zdroj: vlastni vypracovani

Priklad 3. V tabulce 9 uvadime informace o diagondlnich vstupech Dp = diag(F) =
(di;). Symboly n~, n™ oznacuji pocet zapornych, respektive kladnych diagondlnich prvki.

Jejich extrémni hodnoty jsou oznaceny takto: dp, = min{d;;}, dmax = max{d;}, d_.. =

max

max{d;; : di; <0} a dF. = min{d; : dy > 0}.
Tab. 9 Dy = diag(F)
s primal/dual ~ n~ drmin Ao 1T db dipax
4(2 x 2) 972/173 35 —6686.73  —2992.82 138 0.51 298
16(4 x 4) 3888/753 207  —26845.36 —11194.80 546 0.46 3.11
36(6 x 6) 8748 /1741 515  —61182.94 —24389.52 1226 0.45 3.15
64(8 x 8) 15552/3137 959 —108974.69 —42644.74 2178 0.45 3.17
100(10 x 10) 24300/4941 1539 —170825.04 —65962.02 3402 0.44 3.19

Zdroj: vlastni vypracovani

ZAVER

Pro teseni ulohy Stokesova proudéni se skluzovou okrajovou podminkou jsme pouzili
algoritmus sledovani cesty. Vnitini linearni soustavy jsou reseny metodou projektovanych
sdruzenych gradient predpodminénych sikmym projektorem. Experimentalné jsme uka-
zali, ze vytvoreni sikmého projektoru pomoci diagonaly dudlniho Hessianu vede k nej-
lepsim vysledkim. Jedna se o pomérné prekvapivé zjisténi, protoze diagondla obsahuje
zadporné prvky.
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PREDPODMINENI ALGORITMU SLEDOVANI CESTY PRO STOKESOVO
PROUDENI SE SKLLUZOVOU PODMINKOU

Abstrakt: Stokesova tloha se skluzovou podminkou je resena smisenou metodou konecnych proku
kombinovanou s TFETI metodou. Vipocet Teseni se provddi metodou vnitrnich bodu uréenou k
minimalizaci s oboustrangym omezenim a rovnostni vazbou. Predpodminénd projektovand metoda
sdruzengjch gradienti se pouivd pro teseni vnitinich linedrnich soustav. Uéinost predpodmi-
novacu se testuje experimentdlne. Cilem vyzkumu je vyvinout efektivni resice pro modelovdni
proudént po hydrofobnich sténdch, coz nachdzi uplatnéni v inZenyrskych oblastech zahrnujicich

modelovani v biomediciné nebo pri prenosu tekutin.

Klicovd slova: Stokesova tuloha; skluzovd podminka; metoda vnitrnich bodu; TFETI metoda.

PRECONDITIONING IN THE PATH-FOLLOWING ALGORITHM FOR THE
STOKES FLOW WITH STICK-SLIP CONDITIONS

Abstract: The Stokes problem with the stick-slip boundary condition is solved by the mized finite
element method combined with the TFETI method. An interior point method for the minimi-
zation subject to box and equality constraints is used. The preconditioned projected comjugate
gradient method solves the inner linear systems. The preconditioners are tested experimentally.
The aim of our research is to develop efficient solvers for modelling of a flow over hydropho-

bic walls that exhibits applications in areas including biomedical modelling or transport of fluid.

Keywords: Stokes problem; stick-slip condition; interior point method; TFETI method.
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