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1 UVOD

Duélni algebraicka formulace diskretizovanych kontaktnich tloh s Trescovym tfenim
ve tfech prostorovych dimenzich (3D) patii do t¥idy tloh nazyvanych QCQP (Quadra-
tically Constrained Quadratic Program, [1]) se specifickou strukturou: minimalizovand
funkce je ostie konvexni a kvadraticka vzhledem k jednoduchym nerovnostnim omezenim
a separovatelnym kvadratickym omezenim (sférické pro izotropni a eliptické pro ortotropni
Trescovo treni [3]) .

Pro feseni téchto tloh mizeme pouzit implementaci nehladké Newtonovy metody s
pouzitim aktivnich mnozin. AvSak vyslednd slanting funkce je ddna nesymetrickymi ma-
ticemi, a tato vlastnost nemiize byt eliminovana pomoci jednoduchych operaci linedrni
algebry (narozdil od 2D pfipadu [5]). Nastésti slanting funkce v bodé minima neobsahuje
urcité ¢leny a je tedy mozné provést symetrizaci. Zanedbanim téchto ¢lenti a-priori zis-
kame symetrickou aproximaci slanting funkce [6]. Poté muzeme s 3D kontaktnimi tlohami
zachazet analogicky jako s 2D tlohami [5].

Navrhneme monoténni globaliza¢ni strategii zarucujici R-linedrni rychlost konver-
gence algoritmu. Pokud je nam znamo, takova analyza pro 3D kontaktni tilohy jesté nebyla
provedena.

2 ALGEBRAICKE KONTAKTNi ULOHY S TRESCOVYM TRENIM
Primarné-dudlni algebraicka formulace diskretizovanych kontaktnich tloh s Tresco-
vym tienim je ddna: najdi (u*, A%, \*) € R x R™ x R?*™ spliujici

Ku+ N\, +T"\. - f=0, (1)
Nu—d<0, )\, >0, \](Nu—d) =0, (2)
Arill < gi

H)\T,ZH < gi = a‘r,i =0 (&S M7 (3)

Arill = g: = 3ei > 01 Ty = cidry

kde K € R™" je symetrickd, pozitivné definitni, N € R™", T € R*"*" f e R" d € R,
a g; jsou hodnoty g € R7. Symboly ., j\m- € R%v (3) oznacuji ti,; = ((Tu)gi_1, (Tu)e) ",
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S\m = (Ar2i-1, )‘T,Zi)Ty i€ M.
Necht ¢ : R®" — R je kvadratickd funkce definovana jako
1
q(\) = 5)\TA)\ — ATy,

kde A = (A\J,A)T, A = BK'BT je symetrickd, pozitivné definitni s matici B =
(NT, TT)T s plnou fadkovou hodnosti, b = BK~'f —¢,a c= (d', OT)T. r(A) = AN—bje
gradient. Déle ozna¢me A, = R, Ar = A1 X XA, a Ay = {5\7,,; eR?: HS\”H < g},
i€ M, A=A, xA,. Jelikoz (1)-(3) reprezentuje Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky, po
jednoduchych tupravach ziskame dualni formulaci algebraickych kontaktnich tloh s Tre-
scovym trenim: najdi \* € A tak, ze

A" =argming(\) vzhledem k A € A. (4)

Jelikoz q je ostfe konvexni, kvadraticka a A je uzaviend a konvexni mnozina, je dobre
zndmo, ze existuje jednoznacné feseni \* € A pro (4).

Nyni preformulujeme (1)-(3) jako systém nehladkych rovnic. Zavedeme projekce
Py, : R™ = Ay, Py R¥™ — A Py, (A) = (6(N)T, o 0(0um) )T, kde ¢(\,) =
max{0,\,;}, i€ Ma Py (\) =Wy M1)",. g, Arm) )T, kde

3 S\T,i lf HS\T,’LH S 9is
w9i<)‘7',i) - Gi

= 5\7—’2' if ||/7\7—7z|| > g;.
[ Azl

Necht
G - R*3m ]R'n—‘,—Sm7 y = (UT, /\I'lj" /\I)T € R+3m

je funkce definovana pomoci

Ku+NTA +TTA — f
G(y) = A — PAV()‘V + p(Nu - d)) ) (5)
A — Py (A + pT)

kde p > 0 je libovolny, ale pevny parametr. Je jednoduché ukéazat, ze (1)-(3) a rovnice

G(y) =0 (6)

maji stejné (jednoznacné) feseni y* = (u*', 5", \:")T. Nehladkd Newtonova metoda

proto muze byt pouzita.

3 NEHLADKA NEWTONOVA METODA

Je vhodné pouzit koncept slant diferencovatelnosti ( [2,4]) na rovnici (6). Nize bu-
deme pouzivat terminologii aktivnich/neaktivnich mnozin a indikétorové matice. Co se
tyce podminky nepronikéni (2), pouzijeme A,,Z, C M postupné jako aktivni, a neaktivni
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mnozinuv y: A, ={t e M:0<\,; + p(Nu—d);}, I, =M\ A,. Pro Trescovo tfeni
(2) pouzijeme A,,Z. C M, kde A, = {i € M : Hj\m‘ + puri| < ¢}, a L, = M\ A, Po
slant derivaci vyrazu (5), se dostaneme k

K NT 77
G°(y)= | —pD(AIN D(Z,) 0 :
51(v) 0 5(y)

kde
(

Q(y) = —pD(A)T — pD(Z.) PR (A + pTu)T,
§2<y> = 07

§3(y> = D(;Z_)(] - PXT(/\T + pTU))7

a P{ (Ar 4 pT'u) = diag( o (1), - - ,w;m(gm)) c R2mx2m_
Kazd4 Newtonova iterace fesi linedrni rovnici pro y*+1, tj.

G(y" )™ = Gy )" — G(yY). (7)

3.1 Upraveny algoritmus
Slanting funkce projekce na kruznice vypada nasledovné:

I if flyll <4,

i) =3 & ( ;1

[yl [y

kde I € R**2. Je jednoduché ukdzat, ze I — Wyy 7e ortogonalni projekei na (y)* a
tedy

B ) if [yl > ¢,

V)i =0€R* Vi€ (y), yll >0, (8)
kde () oznacuje linedrni obal. S vyuzitim tohoto faktu, t¥eti blokova rovnice v (7) se

rozdéli v zavislosti na aktivni/neaktivni mnozinu na:

—pTg =0, NPV — 0 (g = vy, (), i € T,

Z (8) plyne, ze vyrazy v2 (5F)yf""

vrhujeme vypustit je a nahradit G°(y) nasledujici aproximaci:

jdou k nule, pokud algoritmus konverguje. Proto na-

R K NT TT
G°(y)=| —pD(A,)N D(Z,) 0 : (9)
—pD(A)T 0 D(Z,)

Lemma 1 Necht G a G° jsou postupné ddny (5) a (9). Predpoklidejme, Ze y* je resenim
G(y) = 0. Pokud posloupnost upravenych Newtonovskych iteraci

Y = yf - GOyt TG (Y (10)

konverguje, pak jeji limitou je y*.
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Diikaz Viz [6]. O
Kazdy itera¢ni krok (10) vede na linedrni rovnici, jez je rozdélena nésledovné:

)‘ﬁ}ll, =0, j‘ﬁjl = wgi(@f)? (SN (11)
& k+1
k+1 T +
K N} T¢ ukt f=TINE
N4 0 0 XNl = da,
k+1
Tg 0 0 N 0

Pro vytvoreni vypocetné efektivni nepresné implementace, za pouziti jednoduchych
tiprav pro eliminaci {u*} a také preformulovani aktivnich/neaktivnich mnozin (bez po-
uziti u), prejdeme k dudlni implementaci algoritmu, kde redukovany gradient je pouzit
jako ukoncovaci kriterium.

AvcoriTMUS MSSN (Upravend nehladkda Newtonova metoda)
Méjme dany \° € R*™, p > 0, a ¢ > 0. Nastavme err® = ||[7,(PA(A\°))| a k& = 0.
(Krok 1) Pokud err® < e, vratme X\ = Py(\*) nebo pokracujme naStep 2.

(Krok 2) Uréeme aktivni/nekativni mnoziny pro A*:

A, ={ieM: N —prh >0}, T,=M\A, (12)
A-={ie M|IX; =il < g}, Iy = M\ A (13)

(Krok 3) Najdi \¥*1 tak, 7e

M = argmin ()  vzhledem k (11). (14)
(Krok 4) Nastavme err*™! = ||7,(PA(A*™))||, k = k + 1 a pokracujme na Step 1.

Hlavnim rozdilem mezi ALGORITMEM MSSN a jeho 2D protéjskem je v poc¢tu krokt
ukonceni. 2D algoritmus je ukoncen po koneéném poctu kroku (viz [5]). Diky projekcim
na kruznice s nekonecné mnoha hrani¢nimi body musi ALGORITMUS MSSN zpracovat

nekonec¢né mnoho linedrnich rovnic.

4 NEPRESNY A GLOBALNE KONVERGENTNI ALGORITMUS

Nejprve vytvoiime nepfesnou implementaci algoritmu, tj. Teseni (14) ziskdme za
pouziti metody konjugovanych gradienti. Adaptivni fizeni presnosti ((Step 3.1)) je pou-
zito pro akceptovani neptresnych vnitinich feseni. Tuto variantu algoritmu oznac¢ime jako
ArcoriTmMUSs IMSSN.

Stézejnim napadem pro vytvoreni globalné konvergentni varianty algoritmu je za-
jistén{ toho, aby generovand posloupnost {g(\*)} byla monoténné klesajici. K tomu pou-
zijeme horni mez pro p a zajistime, aby vSechny iterace patiily do A, tj. zvolime \° € A
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a ukonc¢ime cyklus konjugovanych gradienti pred tim, nez je vygenerovana iterace mimo
A (CGMys). Pro zjednoduseni naseho vykladu oznac¢ime: A = A, U{i+m : i €
A} a T={1,2,...,3m}\ A

ALGORITMUS GIMSSN (Globalné konvergentni IMSSN metoda)
Méjme dany \° € A, p € (0,20

€ Z 07 a T'tol, Cfact € (07 1)

max)

Nastavme err? = ||7,(A") ], tol® = 7401/ Cuct, a k = 0.

Step 1) Pokud err® < e, vratme A = A\¥ nebo pokrac¢ujme na Step 2.

Step 2) Urceme aktivni/neaktivni mnoZiny pro A\* pomoci (12)-(13).

(
(
(Step 5.1) tol*™' = min{ry,; x err®/err®, cjuer x tol*}.
(Step 3.2) NeHL0 = Py(\E — pr(\F)).

(Step 3.3) A1 = CGMjus(A, by A, NP0 g0l 1),

(

Step 4) Nastavme err*™ = ||7,(A\*1)||, k = k + 1, a pokracujme na Step 1.

Rozdil oproti 2D pripadu spoc¢iva v zachazeni se sférickymi omezenimi, tj. projekce
Py a testem pifpustnosti v.CGMygs.

Vétal Necht \° € A, e =0, p € (0,20,,L.), @ Tl Cfact € (0,1). Necht oin, Omax jsou
postupné nejmensi a nejuétsi vlastni éisla matice A, a necht \* je vesenim (4). Necht {\*}
oznacuje posloupnost generovanou ALGORITMEM GIMSSN. Pak plati ndsledujici:

(i) posloupnost {q(\*)} je klesajici tak, Ze

g\ ) — g(A*) < n(p) (g(AF) — g(A"),
kde

1 — pOmin for p € (0,01,
n(p) =

I (20max p)amin for p € [ max7 20;1;)().

(ii) pokud {\*} je konecénd, pak jeji posledni clen je N*;
(iii) pokud {\¥} je nekoneénd, pak konverguje k \* R-linedrné tak, Ze

INF = X[ < C(p)™?,

kde C = \/2(q(0%) = ¢(0))/0min-

Diikaz Viz [5], Véta 3.

5 NUMERICKE EXPERIMENTY
Ukazeme chovani algoritmt na tloze kontaktu dvou téles, které jsou dany oblastmi
Q= (0,2) x(0,1) x (1,2) a Q9 = (0,2) x (0,1) x (0,1) (v [m]). Télesa jsou z izotropniho,
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homogenniho materidlu, ktery charakterizuje Younguv modul 50000 [MPa] a Poissonova
konstanta 0.277 pro €21 a 0.35 pro €2y. Rozdéleni 0§2; a 02y jsou nasledujici:

W={2} x (0,1) x (1,2), 7§ = (0,2) x (0,1) x {1}, 7} = 00 \7¥ U§
75 = {0} x (0,1) x (0,1), 75 = (0,2) x (0,1) x {1}, 75 = 0%\15' U~5.

Mez kluzu na 7 je ddna konstantou g = 0.09 (v [MPa]). Objemové sily jsou zanedbany pro
obé telesa. Povrchové sily p = (0,0, —1) (v [MPa]) ptisobi na vrchni ¢ast (0,2) x (0,1) x {2}
a levou vertikaln{ ¢ast {0} x (0, 1)x (1, 2) télesa ;. Uloha je diskretizovana pomoci metody
konec¢nych prvki.

V tabulce nize zaznamendvame poc¢ty nasobeni matici A (n4) a pocty vnéjsich (New-
tonovskych) iteraci (iter), tj. posledni hodnota k, pro ruzné stupné volnosti n a m. Hod-
nota n4 charakterizuje pocetni narocnost.

Priklad 1. V Tabulce 1 srovnavame efektivitu ALGORITMU IMSSN s dudlni imple-
mentaci ALGORITMU SSN (varianta algoritmu bez modifikace). U ALGORITMU SSN
pouzijeme metodu BiCGSTAB [7] pro ziskédni neptfesnych feSeni vnitinich linearnich rov-
nic. Je patrné, ze vypocty zalozené na symetrickych vnitfnich lindrnich rovnicich jsou

podstatné efektivnéjsi.

Tab. 1 Symetrizovana versus nesymetrizovana varianta nehladké Newtonovy metody.

IMSSN SSN

n/m iter/na iter/na

24576/256  10/161  9/1180
55566/441  9/143  9/1428
105456/676  10/185 11/2506
178746/961  10/190 10/2162
279936/1296  9/167 10/2298
413536/1681  10/216 10/2586

ZAVER

Analyzovali jsme TeSeni kontaktnich tloh s Trescovym trenim ve 3D. Analyza je
podobnd 2D piipadu, viz [5]. Poukézali jsme na hlavni rozdily mezi témito dvéma ptipady.
3D piipad je komplikovanéjsi pfedeviim kvili projekeim na kruznice ve R? popisujici tfeci
zakon ve 3D.
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SYMETRIZOVANA NEHLADKA NEWTONOVA METODA PRO RESENI 3D
KONTAKTNICH ULOH

Abstrakt: V prici je analyzovdna nehladkd Newtonova metoda pro vesent diskretizovanych kon-
taktnich uloh s Trescovym trenim ve trech prostorovych dimenzich. Slanting funkce je aproximo-
vana za ucelem ziskdni symetrickijch vnitinich linedrnich uloh. Aby bylo mozné pouzit metodu
sdruZengjch gradientu, je primdrné-dudini algoritmus preveden na ryze dudlni. R-linedrni rych-
lost konvergence je dokdzina pro nepresnou globdlné konvergentni variantu metody. Zdvérem
jsou uvedeny numerické experimenty. Reseni kontaktnich tloh md vadu vijznamnyjch praktickijch
uplatnént, napr. biologické procesy, design stroju a prepravnich systémau, tvdreni kovi nebo me-

dicina (modelovdni kostnich ndhrad).

Klicéovd slova: kontaktni dloha; Trescovo treni; nehladkd Newtonova metoda; metoda sdru-

zengch gradienti; projekce gradientu; rychlost konvergence.

SYMMETRIZED SEMI-SMOOTH NEWTON METHOD FOR SOLVING 3D
CONTACT PROBLEMS

Abstract: The semi-smooth Newton method for solving discretized contact problems with Tre-
sca friction in three space dimensions is analyzed. The slanting function is approximated to get
symmetric inner linear systems. The primal-dual algorithm is transformed into the dual one so
that the conjugate gradient method can be used. The R-linear convergence rate is proved for an
inexact globally convergent variant of the method. Numerical experiments conclude the paper.
The solution of contact problems is of crucial tmportance in various practical applications, e.g.
biological processes, design of machines and transportation systems, metal forming, or medicine

(modeling of bone replacements).

Keywords: contact problem; Tresca friction; semi-smooth Newton method; conjugate gradient

method; gradient projection; convergence rate.
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