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1 UVOD

Pro budouci bakalafe a inzenyry je nezbytna nejenom teoretickd znalost matema-
tiky, ale je nutné, aby byli schopni aplikovat matematiku na redlné tlohy z praxe. Proto
jsme kurzy matematiky na nasi univerzité obohatili o aplikované tlohy. Za timto tucelem
jsme vyuzili volné sititelny software GeoGebra, ktery diky své hratelnosti a interaktivité
motivuje studenty pro studium matematiky. Studenti se uéi formulovat problém, prevést
problém do matematického jazyka, modelovat ruzné situace v souvislosti se zadanymi
vstupnimi informacemi.

Prispévek byl pripraven s pomoci nasledujicich citaci, [1-5].

2 EXTREMALNI ULOHY

S extremalnimi tilohami se setkdvame jiz od ¢asti antiky a starovékého Recka. Byly
to predevsim geometrické tlohy. Typickym piikladem je tzv. izoperimetricky problém:
hledani uzaviené kiivky znamé délky ohrani¢ujici oblast s maximalnim obsahem. Re-
Senim problému je samoziejmé kruznice. Pozdéji se extremalni tlohy zacaly objevovat v
mnoha rtznych matematickych disciplinach v souvislosti s rozvojem matematické analyzy
a predevsim diferencialniho poctu.

S extremalnimi tilohami se setkdvame nejenom v matematice. Ve skutec¢nosti veskera
lidska c¢innost intuitivné sméruje k hledani feseni jistych extremalnich problémii. Pokou-
sime se dostat nékam v co nejkratsim case, snazime se minimalizovat vzdalenost, po které
cestujeme, snazime se nakoupit co nejvice za co nejméné penéz, atd.

Extremalni ulohy v matematice predstavuji pékny priklad realné aplikovatelnosti
diferencialniho kalkulu. GeoGebra nam umoznuje ziskat geometrickou predstavu o stu-
dovaném problému. Umoznuje sestavit dynamicky model a odhadnout feseni. Takovy
odhad pak miizeme porovnat s fesenim nalezenym pomoci matematické formulace tlohy,

tj. vétsinou se jedna o nalezeni extrému néjaké funkce.

3 ULOHA: MINIMALNI DOPRAVNI NAKLADY

Uloha: UvaZujme tovarnu lezici nedaleko cesty vedouci do mésta. Minimélni vzda-
lenost mezi tovarnou a cestou je a km, pricemz prima vzdéalenost tovarny od meésta je
b km.
Je nutné postavit novou cestu, kterd spoji tovarnou se starou cestou (v bodé X), viz
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nasledujici obrazek. Néklady na dopravu po nové cesté jsou 25 € a 15 € po staré cesté
na km. Kde se nachazi bod X spojujici starou a novou cestu, aby naklady na dopravu
zbozi z tovarny do mésta byly minimalni?

3.1 Vizualizace ulohy
Na nasledujicim obrazku se nachazi geometricka formulace tlohy.

A - tovarna

Obr. 1 Extremalni diloha — naklady na dopravu

Zdroj: vlastni prace

Oznacme délku nové cesty syc a staré cesty sgc. Plati:
Sxe = Va2 + 12, s = V0 —a?— 1. (1)
Néklady na dopravu jsou:
F = 25850 + 1580 = 25V/a2 + 22 + 15 (m _ x> . 2)

V nésledujici podkapitole ukazujeme, jak sestavit dynamicky geometricky model
v GeoGebre, a umoznujeme ¢tenari odhadnout feseni pomoci tohoto modelu. V podkapi-
tole 3.3 studujeme funkeci (2) a nalezneme exaktni feseni tlohy pomoci vnitintho prikazu
GeoGebra Extrem.

Analytické Teseni problému se nachazi v podkapitole 3.4 ve formeé typické pro stan-
dardni matematickou prednasku bez pouziti vypocetni techniky.

3.2 Interaktivni pomucka v GeoGebie

Nejdrive tlohu zformulujeme geometricky, parametry a a b jsou reprezentovany po-
suvniky (viz Fig. 2).
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1 .-» | Vlozit Posuvnik a od 0 do 10 s krokem 0.1, zménit barvu na zelenou.
"| 77 | Nastavit hodnotu 4.
o | sz Vlozit Posuvnik b od 0 do 10, s krokem 0.1, zménit barvu na modrou.
"| 7 | Nastavit hodnotu na 10.
3. | = | Vytvorit bod A vlozenim A=(0,a) do pole Vstup.
4. @ Vytvorit objekt Kruznice ¢ se sttedem v A a polomérem b.
5 >.( Priisecik mezi kruznici ¢ a osou 0OsaX. Ziskdme dva pruseciky. Spravny
' prusecik je ten pravy, B.
6. | = | Vytvorit bod 0 vlozenim 0=(0,0) do pole Vstup.
7. /'/ Vytvorit objekt Primka prochazejici body 0 a B a prejmenovat ji na cesta.
Vytvofit objekt Usecka AQ mezi body A a 0, zobrazit hodnotu (délku) této
8. | « usecky, zménit barvu na zelenou. Je délka této tisecky stejna jako hodnota
posuvniku a?
9. | Vytvorit objekt Usecka AB mezi A a B, zobrazit délku tsecky, zménit barvu
' na modrou. Je délka stejna jako hodnota posuvniku b?
10. | & Vytvofit objekt Usecka OB mezi 0 a B, zobrazit délku tsecky.
1 N Ménit hodnoty posuvnikli a ovérovat hodnoty délek tsecek a posuvnikii
' stejné barvy.

Poloha bodu X je dédna vzdalenosti mezi X a pocatkem soustavy souradnic, a je
reprezentovand posuvnikem zg, (viz Fig. 2).

12 .-» | Vytvorit objekt Posuvnik x_G od 0 do sqrt(b~2-a~2), zménit barvu na
"| 77 | Eervenou. Nastavit hodnotu na 5.

13. | == | Vytvorit bod X vlozenim X=(x_G,0) do pole Vstup, ¢ervena barva.

14. | Vytvofit objekt Usecka AX mezi A a X, zobrazit délku tsecky.

15. | & Vytvofit objekt Usecka XB mezi X a B, zobrazit délku tsecky.

6.1 Vytvofit objekt Usecka 0X mezi O a X, zobrazit délku usecky, barvu na
' cervenou.

17 - Vlozit £_G=25%AX+15*XB do pole Vstup. Pretdhnout mysi £_G z Algebraic-
' | kého okna do Nékresny.

18. | l% | Pokusit se zménou hodnot posuvniku s nalézt minimalni hodnotu £_G.

Abychom minimalizovali ndklady na dopravu, musime minimalizovat funkci fq, coz

zavisi na hodnoté posuvniku zg. Nésledujici obrazek je pripraven v ¢ernobilé verzi.
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=10

fo = 229.54
Trg = 6.3

Obr. 2 Extremalni dloha — geometricky model

3.3 ,,Funkce* — matematicky model

Dalsim krokem je konstrukce symbolické reprezentace tlohy. Misto konkrétni hod-

noty posuvniku zg (respektive fg) zavadime proménnou z (respektive funkci f(x)), viz

Fig. 3.
19. | Zobrazit | Zobrazime pole Nakresna 2 pro umisténi nasledujicich objekti.
00. | rr Vlozit do pole Vstup prikaz.
f (x)=Function[25%sqrt(a~2+x~2)+156*%(sqrt(b~2-a"2)-x),0,d]
01 . Vlozit MinValue=Extrem[f,0,d] do pole Vstup, zménit barvu na oran-
' - Zovou.

22. | [wel— Vlozit F=(x_G,f (x_G)) do pole Vstup, zménit barvu na cervenou.

300

MinValue= (3,207.48)
200 F= (63,22954)
100
) 2 1 6 8 0

Zdroj: vlastni prace

Obr. 3 Extremalni uloha — minimalizovana funkce
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3.4 Analytické reSeni tlohy
Derivujme funkci f:

f(z) =25va? 4+ 22+ 15 (\/b2 — a? —:L‘) ,
T

Va2 + 22 N

Z podminky pro stacionarni body funkce f okamzité dostavame:

f'(z) =25 15.

3a
(B)=0 = 25—"  _15=0 = z=22
7@) —_— :

4 ZAVER

Od studentt jsme obdrzeli velmi pozitivni zpétnou vazbu v souvislosti se zac¢lenénim
extremalnich tloh do matematickych prednasek. GeoGebra je jeden z nejlepsich programii
pro vizualizaci takovych tloh, a prispiva k lepsimu pochopeni kalkulu.

PODEKOVANI
Autori dékuji za podporu svému pracovisti.
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EXTREMALNI ULOHY RESENE V PROGRAMU GEOGEBRA

Abstrakt: Reseni aplikovanich tiloh je jeden z vhodnich zpisobi pro lepsi pochopeni matema-
tickijch konceptu predevsim pro budouct inZenyry. Diky své interaktivité je GeoGebra velmi uZi-

tecny ndstroj pro modelovdni takovich uloh.

Klicova slova: GeoGebra, extremalns ilohy.

EXTREMA PROBLEMS SOLVED IN GEOGEBRA

Abstract: The solving of applied problems is a reasonable way to gain better understanding of
mathematical concepts, especially for future engineers. GeoGebra is a very useful tool for mode-

ling these problems thanks to its interactivity.

Keywords: GeoGebra, extrema problems.
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