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VARIACNI ROVNICE NA MOBIOVE PASCE
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1 UVOD

Cilem této prace je studium zuzeni obycejnych diferencialnich rovnic, definovanych
na FEukleidové prostoru, vzhledem k topologicky netrivialnimu prikladu vlozené podvariety
— Mobiovy pdsky. Obecny problém spociva v tom, jak topologie podvariety ovliviiuje vari-
acnost diferencidlnich rovnic a strukturu odpovidajicich lokdlnich a globalnich varia¢nich
principt.

K tomu tucelu zavedeme hladky atlas na Eukleidové prostoru, ktery je adaptovany
vzhledem k Mobiové pasce a studujeme jeho vlastnosti. Aplikujeme vysledky teorie vari-
acni posloupnosti na svazcich diferencialnich forem; koncept variacni posloupnosti v této
préaci ovsem nezavadime a odkazujeme na Krupka [2], Volnd a Urban [8]; rovnéz pro srov-
nani Takens [7]). Nasi hlavni citaci je zejména neddvné prace Krupka, Urban, Volnd [4],
kde byla formulovana obecnéa teorie variacnich podvariet.

Standardni pojmy z oblasti hladkych variet lze nalézt napt. v Lee [5]. Zakladni
pojmy z teorie jetl, stejné jako ivod do variac¢nich principt na fibrovanych varietach viz.
Krupka a Saunders [3]. Klasickou uéebnici teorie svazki, na kterych je zaloZeno studium
lokalni a globélni variacnosti, je Warner [9].

Globalni kartézské souradnice na Eukleidové prostoru R?, resp. R3, znacime (z,y),
resp. (x,y, z). Pouzivime standardni Einsteinovu sumac¢ni konvenci. VSechny obrazky byly
vytvoreny v programu GeoGebra.

2 POLARNI SOURADNICE A FUNKCE arctan SE DVEMA ARGUMENTY
Pripomenme nejprve standardni modifikaci funkce arctan, kterou dale aplikujeme pti
zavadéni soufadnicovych systémi. Funkce atan2 na R? bez pocatku, definovans predpisem

(

atan (y/x), x> 0 (L. a IV. kvadrant, kladné osa z)
atan (y/x) +m, x <0,y >0 (II. kvadrant, zdporna osa x)
atan (y/z) —m, x <0,y <0 (IIL. kvadrant)

atan2(y, x) =

—m/2, x =0,y <0 (zdpornd osa y)

(

/2, =0,y > 0 (kladna osa y)
(
(

| nenf definovan, z =0,y =0 (pocatek (0,0) € R?)
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se nékdy také nazyva arkustangens se dvéma argumenty. Poznamenejme, ze tato funkce
méa obor hodnot interval (—m, 7|, a ze grafy funkci atan2 a atan (y/x) splyvaji v I. a IV.
kvadrantu, jak je patrné na nasledujicim Obrazku 1.

Obr. 1 Graf funkce (z,y) — atan2(y,x) (zelena) a Graf funkce (z,y) — atan(y/x) (¢ervena)
Zdroj: vlastni zpracovani

Funkce atan2 byla pivodné zavedena v programovacich jazycich a pozdéji vyuzita
také v dalsich oblastech védy a inzenyrstvi. Je obsazena naptiklad v programech Matlab,
Java, C++, Geogebra, Mathematica a také ve vétsiné tabulkovych programu.

V této praci aplikujeme funkci atan2 na konstrukei adaptovanych souradnic k Mo-
biové pasce v R3. Volba soufadnic je motivovana ndsledujicim standardnim faktem. Na,
oteviené mnoziné U = R? \ ((—o0,0] x {0}) v R? jsou definovany polarni soufadnice
® = (r,¢), kde 7 je vzdalenost bodu z U od pocatku (0,0) € R?, a ¢ je thel s hodnotami
v intervalu (—m, 7) mezi privodi¢em bodu z U a kladnym smérem osy xz. Transformace
od poldrnich ke kartézskym souradnicim ! : ®(U) — U, kde ®(U) = (0,00) x (—m,7),
a k ni inverzni transformace ® : U — ®(U), jsou ddny rovnicemi

-1. —
® " x=rcosp,

Yy = rsinp,

D . r=+z%+y>
¢ = atan2 (y, z),

kde funkce atan2 je definovana vztahem (1).

3 ATLAS ADAPTOVANY K MOBIOVE PASCE

V této ¢asti uvazujeme Mobiovu pasku Mg, (bez okraje) s polomérem R a Sitkou
2a, kde 0 < a < R, jakozto dvojrozmérnou kanonicky vlozenou podvarietu Eukleidova
prostoru R®. My, se také nékdy nazyva oteviend Mobiova paska a lze ji parametrizovat

rovnicemi
r = (R + 7 cos g) Cos p,

Yy = (R + 7 cos g) sin ¢, (2)

. P
z = Tsin —,

2
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kde 0 < ¢ < 271, —a < T < a, viz. néasledujici Obréazek 2.

Obr. 2 Mébiova paska Mg, pro R = 4,a =1

Zdroj: vlastni zpracovani

Rovnice (2) Ize vyuzit ke konstrukei hladkého atlasu na oteviené podmnoziné X v R3,
X =R3*\ {(0,0,2)|z € R}, (3)
ktery obsahuje dva adaptované souradnicové systémy k Mpg,. Oznacme
V =R*\ ((—00,0] x {0} x R) (4)
otevienou podmnozinu v R3, a polozme ¥ = (¢, 7, k), kde

¢ = atan2 (y, x)

TZ( x4+ y? — —|—sgn
x2+y x2+y
\/_
m:—(\/x2+y2— sgn(y —
\/xQ-l—y \/x2+y

Lze pifmo ovéfit, ze (V,¥) tvori soufadnicovy systém na X. Inverzni zobrazeni U—! :
U(V) — V k ¥ je totiz dano rovnicemi

2)
5 ) €08,

y:(R—l—Tcosg—ffsing) sin @, (6)

:
= 78in = + K cos —,
z i 5 K 5

T = (R—l—Tcosg—ffsin

kde defini¢ni obor ¥ (V) je oteviend podmnozina v R? s vyjadfenim

—R + ksin(p/2)
oo RS-

\II(V)Z{(QO,T,H)ER?”—7T<30<7T,T>

Jakobidn det .J zobrazeni ! je viude mizngy od nuly,

detJ:—R—Tcosg—Hfsing < 0.



EVROPSKA UNIE / UNIA EUROPEISKA
EVROPSKY FOND PRO REGIONALNI ROZVO)
EUROPEJSKI FUNDUSZ ROZWOJU REGIONALNEGO

PREKRACUJEME HRANICE
[ ] PRZEKRACZAMY GRANICE
2014—2020

Projekt jest wspodtfinansowany ze Srodkéw Europejskiego Funduszu Rozwoju Regionalnego oraz z budzetu paristwa RP
"Przekraczamy Granice"

@

Poznamenejme, ze W (V') je ohranicend plochou o rovnici
_ —R+ rsin(p/2)
cos(p2)
obsahujici poc¢atek v R?; pro konstantni ¢ je U(V') ohrani¢end pfimkami (viz. Obrazek

3, zvyraznénd hranicni piimka pro ¢ = 27/3). Odpovidajici polorovina s osami 7 a & je
znazornéna na Obrazku 3.

s OSa K

osa z pro =2n/3

’ osa z
N [ /

Obr. 3 Hranicni plocha a jedna z polorovin pro prvni souradnicovy systém
Zdroj: vlastni zpracovani

Porovname-li parametrizaci (2) Mobiovy pasky Mg, a transformace soufadnic (5),
(6), mtzeme se snadno presvédcit, ze Mp, je urcena rovnici Kk = 0, kde 7 € (—a,a).
Dvojici (V, V), ¥ = (¢, 7, k), danou (4) a (5), nazyvame pruni adaptovany souradnicovy
systém k Mobiové pasce Mp,.

Abychom ziskali atlas na X (3), doplnime (V, V) dal$im soufadnicovym systémem.
Uvazujme otevienou podmnozinu

V =R\ ([0,00) x {0} x R), (7)
v R? a zobrazeni ¥ = (@, 7, k), kde
atan2 (y, z), y >0,

=
atan2 (y, x) + 2w, y <0,

- (VETR-R) Y

2

= (VT B)sen) L

(V) — V ma rovnice

K

Inverzni zobrazeni W1 :

i

T = <R+TCOS——I€Sin—) cosp, Y= <R+Tcosg—msin§) sin @,

[\]
[\]
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pficemZ defini¢ni obor ¥(V) je oteviend podmnozina v R? vyjddiend vztahem

e o _ _ _ R+ Tcos(p/2)
U(V) = R’ 2 R
) ={erm e 0<pamrer n I
I tentokrét je snadno vidét, ze ¥(V') je shora ohranicena plochou (viz. Obréazek 4) o rovnici
P R+ T cos(p/2)
- sin(p/2)

Obr. 4 Hranic¢ni plocha a jedna z polorovin pod ni pro druhy souradnicovy systém
Zdroj: vlastni zpracovani

V soufadnicovém systému (V, ), je Mg, charakterizovana rovnici & = 0, kde 7 €
(—a, a). Soutadnicovy systém (V, W) W = (p, 7, k), definovany vztahy (7) a (8), nazjvame
druhy adaptovany souradnicovy systém k Mobioveé pasce Mg ,. Zfejmé, X =V U V. Zbyva
jesté ukézat, ze soufadnicové transformace mezi (V,¥) a (V,¥) jsou diferencovatelné.

Znzime-li oba souradnicové systémy na
VNV =R*\ (R x {0} xR),
dostaneme soufadnicové transformace
Vol - (V) \ {p=m} = ¥(V)\ {p =0},
= (6,7, ), @

RV €
Vol (p,7, k)=
(p—2m,—7,—K), @€ (m2n),

Vol U(V)\ {p=0} = ¥(V)\{p=r},

— P ) S 07 ’
\I’ o \1171<Q0, 7_, /ﬂ?) — (SO T "i) ()0 ( 7T)
(p+2m,—7,—K), @€ (—m0).

Odtud vyplyva, 7ze soutadnicové systémy (V, W) a (V,¥) tvoif hladky atlas na X (3),
adaptovany k Mobiové pasce Mp,.
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4 VARIACNI ROVNICE NA MOBIOVE PASCE

Uvazujme nyni kanonické vlozeni

LR X Mp, — R xR,

~~

9)

které je morfismem fibrovanych variet nad identickym zobrazenim idg realné primky R.
Jetové prodlouzeni
J2: JA(R x Mp,) — J*(R x R?) (10)

vloZeni ¢ je definované pro kazdy fez v : U — R x My, na oteviené podmnoziné U C R
vztahem J%u(J2y) = J2(1 0 y). Poznamenejme, Ze zobrazen{ J?. (10) ptisobi na diferenci-
4ln{ formy definované na J*(R x R?) ve smyslu operace pull-back. Soutadnicové vyjadieni
J?1 nalezneme pifmym vypoétem. Necht (V N Mg a, Uvang,., ), Ylvong, = (¢, 7). je sou-
fadnicovy systém na Mpg,, asociovany s prvinim adaptovanym souradnicovym systémem
(V,W), ¥ = (p,7,k), (4), (5). Pledpokladejme, ze ¢ (9) je vyjadiené rovnicemi

tov=t, wour=flp7), your=fp7), zov=fp7)
kde
1 — f 2 — f . 3 _ . f
f (SO,T)—<R+7‘COS2>COS§0, [ (e, 7) <R+TC082>sm<p, e, 1) Tsm2,

vzhledem ke kartézskym soufadnicim (t,z,y,z) na R x R® a asociovanym soufadnicim
(t,0,7) na Rx (V N Mg,). Pak J% je ddno v asociovanych soufadnicich (¢, ¢, 7, ¢, 7, $, 7)
rovnicemi

toJl=t, wxoJ=fo,7), yoli=f* 1), zoJu=f}p 1),

iogt=1 Y, 1), g)oJQL:i (o, 1), 20J2L=%f3(90,7),

dt dt
.12 ? .12 ? .12 &
onL:ﬁ (p,7), yOJL:ﬁ (p,7), ZOJL:@JC (o, 7),

kde df'/dt = (0f"/0p)p + (Of/OT)7, i = 1,2,3, je operator formdlni derivace funkce.
Uvazujme systém diferencidlnich rovnic druhého fadu na J?(R x R3),

5i(£>ya27¢7y727jay75) :Oa = 172737 (11)

pro neznamé kiivky ¢ — (x(t),y(t), 2(¢)). Levym strandm rovnic (11) pfifadime diferen-
cialni zdrojovou formu

e =gw' Adt, (12)
kde w! = dx — d@dt, w?* = dy — ydt, a w3 = dz — Zdt, jsou kontaktni 1-formy spliiujici
(J19)*w® = 0 pro kazdy fez v v R x R®. V souladu s obecnou teorii varia¢nich rovnic
rekneme, ze systém (11) (nebo zdrojova forma (12)) je lokdlné variacni, jestlize existuje
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realnd funkce ¥ = Z(z,y,2,1,7, %) pro kterou (11) je systémem Fuler—Lagrangeovijch
rovnic, tj.

E1= 5 — o, f9= o — —o—, E3= o — o (13)

Jestlize .Z existuje, nazyva se Lagrangeova funkce systému (11), a (11) reprezentuje
systém rovnic pro extremdly variacniho funkcionédlu asociovaného s .Z.

Nutné a postacujici podminky pro (lokalni) variacnost systému diferencidlnich rov-
nic jsou znamé Helmholtzovy podminky. Pro systém druhého fddu (11) mame nasledujici

2 =y, 2% = 2, a analogicky pro teckované soufadnice.

vysledek. Oznacme z' =z, =
Teorém 1 Necht ¢ je zdrojovd forma dand vztahem (12). Ndsledujici podminky jsou ekvi-
valentni:

(a) Rovnice (13) md resent.

(b) Funkce €; splnuji podminky

%_%:0 88¢+8€j_£(8€i+8sj)20
o 0@ 0 0@ 0@ dt\ow | 0i)
851_%_i<8€i_85j>_0
oxd Ozt dt \0i7 Ot )

Diikaz Odkazujeme na Sarlet [6], nebo Krupka [1].

Indukovand zdrojovd forma (J*t)*e na J*(R x Mp,) méd vyjadieni
(J2)*e = e ,w? Adt +e,w™ Adt, (14)
kde w¥ = dp — pdt, w™ = dr — 7dt, a

ey = (£10 J%) (—Rsing + (7/2) sin(p/2) — 37 cos®(¢/2) sin(p/2))
+ (g2 0 J%1) (Rcos p + 7 cos(p/2) — 37 cos(p/2) sin®(¢/2)) + (g3 0 J*)(7/2) cos(i/2),
e, = (g1 0 J%1) (cos(p/2) — 2 cos(ip/2) sin®(¢/2))
+2(g5 0 J%1) sin(p/2) cos?(p/2) + (3 0 J?1) sin(p/2).
Podle Teorému 1, indukovana zdrojova forma (J?1)*e je lokdlné variacni tehdy a jen
tehdy, kdyz jeji komponenty €, a e, spliuji
% Oe, Oe, B i% _0 Os,  d Oe,

oF 8¢ 7 By dtdp T 9F  dt 9F

% Oe, d(%+85T)_O % O, 1d(65¥, 857)

oF | 0p or  Op 24t \ 97  0p

JestliZe jsou tyto podminky splnény, pak z teorie variacni posloupnosti vyplyva, ze (J?.)*e,

(15)

or o di

nebo systém rovnic e, = 0 a &, = 0, je také globdiné variacni, tj. pro (J*)*e existuje
Lagrangeova funkce . definované na celém jetovém prodlouzeni J?(R x Mpg,) Mébiovy
pasky Mg .
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ZAVER

V préci je prezentovana aplikace variacni teorie na hladkych varietach. Je popsan
hladky atlas v R? adaptovany k Mébiové pasce a ndsledné aplikovan na analjzu zzeni
diferencialnich rovnic z Eukleidova prostoru na Mobiovu péasku.
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VARIACNI ROVNICE NA MOBIOVE PASCE

Abstrakt: V tomto clanku je studovdna variacnost systému obycejnych diferencidlnich rovnic
(dynamickych forem v geometrické mechanice) druhého Tdidu, kterou indukuje kanonické vloZent
dvojrozmérné Mébiovy pdsky do Eukleidova prostoru. Pro dany nevariacni systém rovnic jsou
formulovdny nutné a postacujici podminky variacnosti (Helmholtzovy podminky). Prdice je pri-

spevkem k variacnim zdkladim geometrické mechaniky na Mobiové pdsce.

Klicovd slova: Lagrangian; Euler-Lagrangeovy rovnice; Helmholtzovy podminky; fibrovand va-

rieta; Mébiova pdska.

VARIATIONAL EQUATIONS ON THE MOBIUS STRIP

Abstract: In this paper, systems of second-order ordinary differential equations (or dynamical
forms in Lagrangian mechanics), induced by the canonical embedding of the two-dimensional
Mébius strip into the Fuclidean space, are considered in the class of variational equations. For a
given non-variational system, the conditions assuring variationality (Helmholtz conditions) for
the induced system on the Mdbius strip are formulated. The theory contributes to variational

foundations of geometric mechanics.

Keywords: Lagrangian; Fuler-Lagrange equations; Helmholtz conditions; fibered manifold; Mo-

bius strip.
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