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GREENUV TENZOR V MATERIALOVYCH VEDACH
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1 UVOD

Studium magnetooptické aktivity absorbujicich nanostruktur obsahujicich uslechtilé
kovy vyzaduje adekvatni popis radiacnich korekei modifikujicich tenzor polarizovatelnosti.
Aproximace efektivnim prostredim (EMA — effective medium approximation) v pripadé
relativni permitivity vytvari vhodné optické vlastnosti kompozitniho materialu, pricemz
je nepominutelna role geometrie nanocastic. Velikost a tvar ¢astic mohou byt zakompo-
novany do homogeniza¢ni procedury prostrednictvim depolarizacniho tenzoru — explicitni
reseni tohoto problému umoznuje napriklad metoda silné vazanych dipéla (SCD — strong-
couple-dipole) [2]. Neni-li objem ¢astic zanedbatelny, méla by byt vzata v ivahu prostorova
extenze Greenova tenzoru [1]. Zatimco vysledky platné pro sférické inkluze jsou relativné
znamy [3,4], jiné tvarové varianty nebyly dosud detailné analyzoviny. V této praci rozvi-
jime uvedenou metodu pro cylindrické kovové nanocastice, pro které je odvozena rozitena
forma depolarizacniho tenzoru.

Prispévek je strukturovan nasledovné: v nasledujici sekci je zaveden zobecnény Max-
welluv-Garnettuv model efektivniho prostredi, ve treti kapitole jsou soustredény zakladni
proncipy SCD-polarizovatelnosti a aplikovany na cylindrické nanocastice. Numerické vy-
sledky jsou diskutovany v zavérecné casti.

2 APROXIMACE EFEKTIVNIM PROSTREDIM

Uvazujme anizotropni kovové nanocéstice o celkovém objemovém podilu f nahodné
rozmisténé v anizotropnim obklopujicim (hostitelském) prostfedi. Castice téze velikosti
a stejného tvaru (ne nutné sférické) jsou souhlasné orientovany, jejich charakteristicky
rozmeér predpokldadame velmi maly ve srovnani s vinovou délkou A incidentniho pole.

Neni-li elektrostatickd interakce mezi casticemi zanedbatelnd, lze tento fakt vzit
v tvahu nékolika zpisoby. V nasem modelu je pouzit zobecnény Maxwelltv-Garnettiv
pristup dovolujici uvazovat anizotropni materidly a dale i nesférické castice za vyse uvede-
nych predpokladti. Chceme-li 1ze stanovit makroskopickou odezvu kompozitniho prostredi
jako zestrednény efekt poli jednotlivych dipéli indukovany v obklopujicim prostredi, 1ze
to provést napiiklad na zakladé Bragg-Pippardova modelu efektivniho prostredi [5] s mo-
difikaci pro bi-anizotropni p¥ipady [6,7]. Pak lze tenzor relativni permitivity kompozitu
€. zapsat ve tvaru

Cr =t fE - [fl+(1-Ha'E, -], (1)
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kde €,, €, znadi tenzory relativni permitivity ¢astic a obklopujictho prostiedi. Dale je I
jednotkova matice a & tenzor polarizovatelnosti kovovych ¢astic.

Tento tenzor silné zavisi na geometrii ¢astic, a proto mé velky vyznam pti odvozani
adekvatniho teoretického popisu jejich polarizace. Jsou-li ¢astice napriklad sféroidalniho
tvaru s osami souhlasnymi se souradnym systémem, lze tenzor polarizovatelnosti vyjadrit
ve tvaru .

a=(E -2 |a+LE -] &, 2)
kde L je diagonalni depolarizacni tenzor — viz [6] a reference tam uvedené. Tenzor L je
symetricky a méa realné komponenty; pri vhodné orientaci os se stava diagonalnim. Navic

~

plati Tr(L) = 1, pricemz treti diagondlni prvek je svdzan se zbyvajicimu dvéma tak, ze
L = diag(Ly, Ly, 1 — Ly — Ly) . (3)
Nenulové prvky se nazyvaji depolarizacni faktory.

3 SCD POLARIZOVATELNOST
3.1 Greenuv tenzor

Za predpokladu, ze polarizace uvnitt castice je rovnomérna, mohou byt radiac¢ni
korekce zahrnuty do tenzoru polarizovatelnosti. Teoreticky byl tento problém analyzovan
Lakhtakiou [3], avSak s praktickymi disledky pouze pro sférické ¢astice. Zakladni principy
jim zavedené vsak nabizeji moznost odvodit tenzor polarizovatelnosti SCD metodou také
v jinych pripadech.

Bez jmy na obecnosti budeme predpokladat homogenni izotropni hostitelské pro-
stiedi, pro které €, = ;1. Za predpokladu velmi malych objemu je elektrické pole uvnit¥
Céstice konstantni stejné jako tenzor permitivity €. Incidentni pole Eq o vlnové délce A,
tj. s vlnovym ¢islem kg = 27/A, vyvold uvniti ¢astice pole o intenzité E;,s. Odpovidajic
feseni vlnové rovnice v anizotropnim prostiedi 1ze pro c¢astici o objemu V' s polohovym

vektorem x( zapsat jako

Eyns = Bo(wo) + k(& — enl) / G(zo,x) AV Erps . (4)
1%

Zobecnéna Greenova funkce (Greentv tenzor) G je FeSenfm rovnice
V xVxG—k2,G = d(xg— x)I , (5)

kde ¢ reprezentuje Diracovu distribuci a Greentiv tenzor méa v tomto pripadé tvar
1 eik:||:r,7mo||

dm e — |

~ 1
G(mﬂ)w) = (I+ ﬁV@V) g(:l:o,a:) ’ g(a:o,a:)

Zde k = ko+/z5 a g znaci Greenovu funkci Helmoholzova operatoru A + k? ve vakuu.
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Definujeme-li dale zestiednéni Greenova tenzoru pres objem c¢astice (é) jako
. 1 .
VIG) =1V [ Glaoa)av. )
v

obdrzime na zékladé (4) relaci mezi poli E;,s and Ey(x),
o -1
Eins = 1= [VIG)E —ail)]  Eolao) (8)

Vynasobenim obou stran této rovnice vyrazem € —ep1 zleva ziskame rovnost indukovanych
dipélovych momentt

(€ — ep]) Ems = (€ — en]) [I VG (& — ghl)} ™ Eo(mo) |
kde vyraz 71
(@) = (e o) [T- [VI(G)E - =)] (9)

na pravé strané reprezentuje tzv. tenzor SCD polarizovatelnosti.

V popisovaném modelu je objem castic predpokladén sice velmi maly, avSak ni-
koli zanedbatelny. Integral (7) pfes objem V' s hranici S s jednotkovym vektorem vnéjsi
normdly n lze pak prevést do tvaru [3]

|V|(@>:/(@—@s> v — /"®($“’”0) is (10)

- Arnk? |z — xo|?

v S

s korekénim ¢lenem . .
(A}s =—VeV|—| . 11
Y © (nw—mou> (1)

Plosny integral

~ 1 [(n®(x—x)
L=— | ——2dS 12
47?/ |z — ol (12)

S

je v relaci (10) dominantni; v ¢etnych numerickych aplikacich se proto vyskytuje pouze
tento ¢len. Ten nezavisi na velikosti objemu, nybrz je pouze funkei tvaru oblasti V. Sin-
gularita ® = xy miize byt ve vypoctech eliminovana vhodnou transformaci souradného

systému, poptipadé lze aplikovat integraci ve smyslu Cauchyho hlavni hodnoty.

3.2 Cylindrické nanocastice

Budeme analyzovat polarizacni vlastnosti valcové kovové nanocastice o priméru
d = 2R a vysce h = 2H v pripadé, kdy jeji osa je rovnobézna se smérem incidentniho
pole E,. Zakladni tvar depolarizacnich faktort odvozeny dle (12) je zndmy [4],

1 a a
= Ly=1— —— 13
T2/ 1t a2 ° V14 a? (13)

kde a = h/d je podil vysky a priaméru ¢astice.

L1:L
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Soustfedme pozornost na objemovy integral (10), pficemz uvazujeme horni polo-

vinu valce v souradném systému dle obr. 1. Umistime-li bez ijmy na obecnosti pocatek

Obr. 1 Horni polovina cylindrické nanocastice.
Zdroj: vlastni konstrukce

souradného systému do bodu x, vedou tenzorové operace v (6) a (11) k témto vysledkim:

eikr 1 ) )
Gij = i3 {ﬁxi:vj(ii — 3ikr — k*r?) — 0;;(1 — ikr — k‘zrz)] , (14)
1 3
Piilvélec rozdélime kuzelovou plochou a?(z? + 22) = 22,0 < 23 < H, a = H/R =

h/d na dvé podooblasti V; a V, (viz obr. 1) a aplikujeme sférické souradnice z; =

rcospsinf, xo =rsinpsinf, rs = rcosf s nasledujicimi integra¢nimi mezemi:

Vi = {0<¢o<2r,0<0<vy,0<r<H/cosb} ,

16
Vo = {0<¢o<2m, 0y<0<7/2,0<r<R/sinb} . (16)

Integrace podle proménné ¢ vede ke zjisténi, ze mimodiagonalni prvky vysledného tenzoru
jsou nulové; déle tudiz pracujeme pouze s diagonalnimi slozkami, které v souladu s (14),
(15) upravime do tvaru

ikr
z(r,0) = e (1 —ikr — E*r*)w()(1,1, —2) + 2k*r*(sin® 0,sin” 0, 2 cos® Osin §) | , (17)
1 9 )
zs(r,0) = 4k2rw(9)(1, 1,-2), w(@) = (1—3cos*f)sinb . (18)
Rozdil téchto vyraza dava
1
Z2-2s= 5 [B(r)w(f)(1,1,—2) + 2k*r*(sin® 6, sin’ 0, 2 cos® §sin 0) ] , (19)

kde singularita r = 0 ve funkci

B(r) = (% — 1) /r — ¥ (ik + k*r) (20)
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vymizi, rozvedeme-li podil (e?*” — 1)/r do Laurentovy fady vzhledem k r:
(eikr —1)/r =ik — Er —ik3r? + ..

Ve vysledcich ziskanych integraci podle této proménné v mezich od 0 do b je kb << 1
v obou podooblastech V;, V5 vzhledem k predpokladu h,d << A. Z tohoto divodu lze

v dalsim zanedbat cleny tfetiho i dalsich Tad a po nezbytnych tpravach obdrzime
b
1
y= /(z — zg)dr = §b2 [(1+ cos®)sinb, (1 + cos®f)sin b, 2 cos* Osin ] . (21)
0

Meze pro thel 6 se v regionech Vi a V5 lisi, navic ani b neni na obou stejné, coz vede
k rozdéleni integrace podle proménné 6. V oblasti V;, kde b = H/ cos 6, dava vypocet

’190 190
1__,sin?¥ 1, (1—cosdy)?
Vdo = —H*—2 / Mo = —HP— 22
/ i 8 cosvy ’ Ys 4 cos g (22)
0 0
Na objemu V, mame b = R/ sin 0, takze
’190 19 190
2 1 1 — cos vy 2 1
/yg )de = —§R2 |:1nm + COS’[90:| s /yé ) df = ZRQ COS’l9() . (23)

Souctem vyse uvedenych vysledk jsou nenulové slozky tenzoru ﬁ, které musime nasobit
dvéma, jelikoz V' = 2(V; U V4). Pro zjednoduseni ziskanych formuli je viyhodné nahrazeni
veli¢iny cos ¥y podilem a/v/1+ a? (viz obr. 1), ¢imz ziskdme findlni vztahy

1
M, = M, = —§R2 In(vV1+a2—a), M= R*a(V1+a®—a). (24)
Zavérecna konstrukce zestfednéného Greenova tenzoru (10) vede k vyrazu

. 1 e o 1
VIG) = - [L - kQM] - N, (25)

k2

s prvky tenzoru M podle (24) a depolarizaénimi faktory (13) v tenzoru L. ZestTrednény
tenzor polarizovatelnosti s SCD modifikaci zapiseme nyni ve tvaru

@) = (D) [1+5'NE, o) . (26)

kde &, ' = (ko/k)? a jako prvky tenzoru N = L — k2M jsme odvodili faktory

1 a 1
Ni=Ny=-— — ~k’R?1 1+a%— 2
=N e e, 0
a
N3:1—\/ﬁ+k2R2(\/1+a2—a). (28)



EVROPSKA UNIE / UNIA EUROPEISKA
EVROPSKY FOND PRO REGIONALNI ROZVOJ
EUROPEJSKI FUNDUSZ ROZWOJU REGIONALNEGO

PREKRACUJEME HRANICE
[ | PRZEKRACZAMY GRANICE
2014—2020

Projekt jest wspodtfinansowany ze Srodkéw Europejskiego Funduszu Rozwoju Regionalnego oraz z budzetu paristwa RP
"Przekraczamy Granice"

3.3 Numerické vysledky

Prvky zakladniho depolariza¢niho tenzoru L zavist pouze na podilu a = h/d. Jak
ukazuje Tab. 1, hodnoty faktoru L; se zvysuji v mezich od 0 do 1 s rostoucim parametrem
a; soucasné faktor Lz klesd podle (3).

Tab. 1 Depolarizacni faktor L, jako funkce podilu a = h/d dle (13)

Ly d [nm]
2 ) 10 20 50
2 10.3536 0.1857 0.0981 0.0498 0.0200

h 5 | 0.4642 0.3536 0.2236 0.1213 0.0498
[nm] | 10 | 0.4903 0.4472 0.3536 0.2236 0.0981
20 | 0.4975 0.4851 0.4472 0.3536 0.1857
50 | 0.4996 0.4975 0.4903 0.4642 0.3536

Zdroj: vlastni vypocet

Podobny trend lze vysledovat pro korekéni tenzor kQﬁ, v némz je navic zdiraznén
vliv poloméru ¢astice R. Ve srovnani s tenzorem L zde vystupuje i zavislost na vlnové délce
incidentniho pole A a na permitivité hostitelského prostredi €, prostrednictvim vinového
¢isla k. Hodnoty k2M,; v Tab. 2 byly vypocteny pro vzduch jako hostitelské médium
(ep, = 1) a vlnovou délku A = 633 nm.

Tab. 2 Korekéni €len k2 M jako funkce podilu o = h/d podle (24)

k2 M,y d [nm]
2 5 10 20 50
2 | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

h 5 | 0.0005 0.0003 0.0001 0.0001 0.0000
[nm] | 10 | 0.0028 0.0018 0.0011 0.0006 0.0002
20 | 0.0148 0.0103 0.0071 0.0043 0.0019
50 | 0.1205 0.0923 0.0712 0.0507 0.0271

Zdroj: vlastni vypocet

ZAVER
Ziskané vysledky nabizeji adekvatni popis magneticky indukované anizotropie v hete-
rogenni nanostrukture s inkluzemi uslechtilého kovu pro budouci aplikaci pii navrhu mag-

netoplasmonického senzorového prvku s uzitim v bilogii nebo chemii.
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GREENUV TENZOR V MATERIALOVYCH VEDACH

Abstrakt: Modelovani materidalovijch vlastnosti heterogennich manomateridli metodou aproxi-
mace efektivnim prostredim (EMA) vyzZaduje specificky pristup, jsou-li kovové cdastice v obklo-
pujicim prostredi vystaveny magnetickému poli. Viyslednd indukovand anizotropie permitivity se
projevuje specifickou formou tenzoru polarizovatelnosti. Ten je v této prici aplikovdn prostred-
nictvim tzv. metody silné vazanych dipoli (SCD), kde se klicovgm zpisobem uplatiiuje Greeniiv
(elektromagneticky) tenzor. Visledky sméruji k ndvrhu magneto-plasmonického senzoru s uzitim

v bilogii a chemis.

Klicova slova: anizotropie, efektivni prostredi, tenzor polarizovatelnosti, Greenuv tenzor.

GREEN TENSOR IN MATERIAL SCIENCES

Abstract: Material properties of heterogeneous nanomaterials modelled by effective medium ap-
prozimation (EMA) demand specific approaches when metallic inclusions in a host medium are
exposed to external magnetic field. Resulting induced anisotropy of permittivity is manifested
itself by a specific form of polarizability tensor. In presented work, this one is applied in the so
called “strong-couple-dipole” (SCD) method, where the electromagnetic Green tensor is of key
importance. The results are oriented to the magneto-plasmonic sensor element design for the

use in biology or chemistry.

Keywords: anisotropy, effective medium, polarizability tensor, Green tensor.
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